KARCZEW | 
; SKU 


z 3 


a "a ` 
RE SEE ee JĄ 


http://rcin.org.pl 


POCZĄTKI 


GEOMETRYI 


w 


ośmiu Księgach na dwie 


części podzielonych. 


zebrane przez 


Wincentego harczewshiego, 
Nauczyciela Matematyki w Szkole Woiewó- 
dzkiey, Woiewództwa Krakowskiego; by- 
łego Zastępcę Professora Astronomii w Im= 
peratorskim Wileńskim Uniwersytecie , 
Pomocnika w Obserwatorium Astronomicznćm 

tegoż Uniwersytetu: — 


i 


paai 


CZESC DRUGA -~ 


Wit By Oe A DE T 
w Drukarni J& 


Tag 


http://rcin.org.pl 


ep. Wodziczki. 


x 


WIATA I YCZNY 
oc TEDA $ mk! 
Bethe NZKADWEGJ ¥ ares» 


zag 


Opis mr uutyg" 


W tam pierwszém wydaniu, ograniczyłem 
się początkami nayprostszemi, a razem nay- 
potrzebnieyszemi; zawilsze lub mniey do Ge- 
ometryi Elementarney należące, zachowałem 
do następnego, ieżeli obecne, będąc faska- 
wie od Czytelników lubiących oyczysty ięzyk 
i Naukę przyięte, zasłuży na ich uwagi, któ- 
re z naywiększą wdzięcznością przyiąwszy ; 
korzystać niezaniedbam. 
Kielce dnia 51. Lipca 1825. roku. 


Wincenty Karczewski, 
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Opisania = - - - - 195 
ZAD. I. Linija prosta niemoże leżeć w 
części na piaszczyznie, w części ze- 

wnątrz płaszczyzny. - - - 194 
ZAD. IL Przecinaiące się dwie linije pro- 
ste, leżą na iedney płaszczyznie, i o- 


znaczaią ićy położenie fig. 181. - 195 
ZAD. II. Wspólnóm przecięciem się 
dwóch płaszczyzn iest linija prosta - 195 


ZAD. IV. Jeżeli linija prosta iest prosto- 
padłą do dwóch drugich krzyżuiących 
się w iey spodku, będzie prostopadłą 
do iakieykolwiek inney linij prostey 
przechodzącey przez iey spodek, i pro- 
stopadłą do płaszczyzny. fig. 185. - 196 ` 

ZAD. V. Linije pochyłe w równey odle- 
głości od prostopadłey są równe, zaś 
z dwóch pochytych nierównych, ta 
iest dłuższą, która bardziey od pro- 
stopadłey oddala się. fig. 184. - - 198 

ZAD. VI. Spuściwszy prostopadłą na 
płaszczyznę, i obrawszy liniją prostą 
na tey płaszczyznie; ieżeli ze spodka 
prostopadłey poprowadzimy prostopa= 
dia do tey linij, i złączymy iey osta~ 
teczny koniec z ostatecznym końcem, 
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pierwszey prostopadłey, linija łącząca 
ostateczne konce tych prostopadłych 
będzie prostopadłą do linij leżacey na 
płaszczyznie. fig. 185, + = - 199 
ŻAD VIL Jeżeli linija prosta, iest pro- 

stopadia do płaszezyzny, wszystkie li- 

nije do niey równoległe, będą ‘także 

prostopadłemi do tey samej piaszcay- 

any. fig. 186, ~ ~ 20Q 
ZAD. VIII. Jeżeli iedna kw prosta, iest. 

równoległa do drugiey wykreśloney na 

płaszczyznie, będzie także równoległą 

do tey płaszczyzny. fig. 187. = - 204 
ZAD. IX, Dwie płaszczyzny prostopadłe 

do tey samey linij prostey są równole- 

gle między sobą. fig. 188.  - = 202 
ZAD. X. Przecięcia dwóch płaszczyzn 

równoległych, przez płaszczyznę trze- 

cią, są réwnoleglemi. fig. 18g. — 203 
ZAD. XI. Linija prostopadia do iedney 

płaszczyzny, iest prostopadłą do pła- 

szczyżny drugiey do pientere? równo- 

legiey. fig. 188. - - 203 
ZAD. XJI. Linije równoległe obięte dwie- 

ma piaszczyznami rownolegtemi a ró- 

wne. fig, 189. - - 204 
ZAD. XIII. Jeżeli dać kąty. poe na tey 

samey płaszczyznie maią ramiona ró- 

wnoległe i wtym samym kierunku, ką- 

ty będą równe, a ich płaszczyzny ró- 

wnoiegłe. fig. 190. - -= - 205 
ZAD. XIV. Jeżeli trzy linije proste nie- 

leżące na tey samey plaszczyznie sa ró- 
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"wne i równoległe, tróykąty z obu stron 
powstaiące z połączenia ostatecznych 
konców tych linij prostych linijami pro- 
stemi, będą równe, a ich płaszoysny 
równoległe. fig. 190. - - 206 
ZAD. XV. Dwie linije proste obiek: mię- 
~ dzy trzema płaszczyznami równoległe- 
mi są pocięte na części puopoteyorial 
ne. fig. 191. - — 207 
ZAD. XVI.. W czworoboku ‘iakihkolwiek 
którego boki leżą lub nie leżą na iedney _ 
piaszczyznie; ieżeli podzielimy boki 
przeciwlegľe na części proporcyonalne, 
i przez punkta podziału poprowadzimy 
linije proste, te przetną się w iednym 
* punkcie, w stosunku, w iakim są odpo- 
wiadaiące przeciwległe boki czworo— 
roboku, fig. 192. — — 208 
ZAD. XVII. Pochyłość dwóch pieski, 
mierzy się kątem poówstaiącym z prze- 
cięcia się dwóch prostopadłych, pro- 
wadzonych na każdey z tych płaszcyzn 
do tego samego punktu ich wspólnego 
przecięcia się. fig. 195. — - - 210 
ZAD. XVIII. Jeżeli linija prosta iest pro- 
stopadłą do płaszczyzny, druga płasz- 
czyzna przechodząca przez tę prostopa- 
dłą będzie prostopadłą do PRACO 
pierwszey. fig. 174. - - 212 
ZAD. XTX. Jeżeli dwie E są 
do siebie prostopadiemi, poprowadzi- 
'wszy na pierwszey liniją prostopadłą 


http://rcin.org.pl 


= 


Kartą 


do wspólnego ich przecięcia sie, ta bę- 


dzie prostopadłą do Pony dru- © 


gicy. fig. 194. - < 
ZAD. XX. W spólne przecięcie się E ay 
płaszczyzn prostopadłych do płaszczy- 
zny trzeciey, iest także prostopadłćm 


215 


do tey ostatniey płaszczyzny. fig. 194. — 214 


ZAD.XXL W kącie bryłowym skiadaia— 
cym się z trzech katów płaskich, sum- 
ma dwóch ktorychkolwiek, iest większa 
od trzeciego. fig. 195. - a - 

ZAD. XXII. Summa katów płaskich skła- 
daiących kąt bryłowy, iest mnieysza 


od czterech kątów prostych. fig. 196. - 


ZAD, XXIH. W dwóch kątach bryłowych 
składaiącyh się z trzech katów płaskich 
równych w każdym, pochyłość pia~ 
szczyzn przy których katy są równe iest 
równa. fig. 197. - - - - 

ZAD. XXIV. Maiąc dane trzy kąty pła- 
skie składaiace kat bryłowy, wykre- 
Ślić na płaszczyznie pochyłość dwóch 


płaszczyzn ten kat skiadaiacych fig. 198. 


"ZAD. XXV. Maiąc dane dwa ztrzech ką- 


tów płaskich składaiących kąt brylo-—~ 


214 


215 


216 


219, 


wy z pochyłością ich płaszczyzn, zna- - 
leść trzeci kąt płaski. - = — 221 


KS LE GA „VI 


Opisania = + = = = 295 


ZAD. 1. Dwa wielościany maiące te sa- 
me wierzchołki, i w tey samey liczbie 
zbiegną się całkiem ieden z drugim. 


http://rcin.org.pl 


227 


Karia 


ZAD. H. W dwóch wielościanach syme— 
trycznych, ściany odpowiadaiące, i po- 
chyłości dwóch ścian przyległych, są 
równe. fig. 205. -—+  - vi 

ZAD. Ul. Dwa pryzmata maiace kat bry- 

"dowy obięty trzema płaszczyznami ró- 
wnemi i podobnie Dean A ró- 
wne. fig. 200. - 

ZAD. IV. W każdym równoległościanie 
płaszczyzny przeciwległe są równe i 

„ równoległe. fig. 206.  - - - 

ZAD. V. W każdym równoległościanie 
kąty bryłowe przeciwległe są symetry- 
czne, zaś przekątne przechodzące przez 
wierzchołki tych kątów przecinaią się 
wzaiemnie na dwie ioe rowne. 
fig. 206. - = 

ZAD. VI. Plancdey-aa Pm GD 
dwie krawędzie równoległo - przeciwle 
gle, dzieli równoległościan na dwa pry- 
zmata tróykątne symetryczne. fig. 207. 

ZAD. VII. Część pryzmatu pociętego pła- 
szczyznami Pornolari, ied ie wie- 
loboki równe. + 

ZAD. VHI. Dwa pryzmata tróykątne s) sy- 
metryczne na które rozkłada się równo- 
ległościan , są równo-wartuiące. fi. 208. 

ZAD. IX. Dwa równoległościany maiace 
podstawy wyższe leżące na tey samey 

' płaszczyznie , imiędzy temi samemi ró- 


wnoległemi, są równo-wartniące. fi. 209. 


ZAD.X. Dwa równoległościany tey samey 
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. podstawy iacykakości są oia x Wee 
tuiące. ~ 
ZAD. XI. Dwa AB a a Ea alir 
katne tey samey PRAWY. są iak wy- 
sokości. fig. 212: - - 
ZAD. XII. Dwa anolog tabia pro- 
stokątne tey samey Rok: są iak 
podstawy. fig. 215. - - 
ZAD. XUI. Dwa zdwiolęśłoścjany pro- 
stokatne iakiekolwiek, są między soba, 
iak wieloczyny z podstaw przez wyso— 
kości, albo iak wieloczyny z ich trzech 
rozmiarów. fig. 215, - - + 
ZAD. XIV. Bryłowatość równoległościa— 
nu, i w ogólności bryłowatość iakiego- 
kolwiek pryzmatu, iest równa wielo- 
czynowi z podstawy przez wysokość — 
ZAD. XV. Jeżeli piramida czyli ostrosłup 
SABCDE, iest przeciętą przez płasz= 
czyznę abede noelo do pate 

“ wy. fig. 234. 

ZAD. XVI. Feela atosi każde ód 
troykatney, iest wiąksza od czwartey 
części wieloczynu z podstawy przez 
wysokość , a mnieysza od połowy tego 
wieloczynu fig. 215. - - - 

ZAD. XVII. Bryłowatość piramidy tróy- 

ki kanoy iest równa trzeciey części wie- 
xœ loczynu z podany EK: wysokość. 
fig. 215 - = = 


259 


24r 


243 


244 


247 


- 249 


251 


ZAD. XVII. Każda rma ma zamia- . 


rę trzecią część wieloczynu z podsta- 
wy przez wysokość. - ele oa 
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ZAD. XIX, Dwa wielościany symetryczne . 


są równo- wartuiące, czyli równe w 
bryłowatości. fig. 202 - - - 
ZAD. XX. Przeciąwszy piramidę płasz- 


260 


czyzną równoległą do podstawy, pozostała 


piramida ucięta, iest równa summie 
trzech piramid, maiących za wysokość 
wspólną, wysokość piramidy uciętey , 
a za podstawy, podstawę niższą pira- 
midy uciętey, podstawę wyższą, i srze- 
dnią proporcyonalną między temi dwiema 
ostatniemi podstawami. fig, 217. ~ 

ZAD. XXI Przeciąwszy pryzmat tróy- 
kątny płaszczyzną DEF (fig. 216), po- 
chyia do podstawy ABC, pozostała 
ztąd bryła, równa będzie summie trzech 
piramid, których wierzchołkami są 
punkta D, E, wy podstawą zaś PADA 
ABC. 

ZAD. XXII. Dwie iraia ipai po- 
dobne, maią ściany odpowiadaiące po- 
dobne, a kąty: bryłowe Pa 
równe. fig. 205, — - 

ZAD. XXIII. Dwa ‘wiles BARA ake} 
maią ściany odpowiadaiace podobne, a 
kąty bryłowe POP AP równe. 
fig. 219. - - 

ZAD. XXIV. Dwa wik podobne, 
mogą się dzielić na tę samę liczbę pira- 
mid tróykątnych podobnych, i JET" 
bnie rozłożonych. - - 

ZAD. XXV. Dwie pinks POWO są 
między soba, iak sześciany z oboków od= 
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odpowiadaiączch. fig. 214. - - 
ZAD. XXVI Dwa wielościany podobne 
są między sobą, iak sześciany z boków 
odpowiadaiących. fig. 291. = - 


KSIĘGA VI. 


ZAD. I. Każde przecięcie kuli Pony. 
zną iest kołem. fig. 221. — 

ZAD. II. W każdym tróykącie klepie, 
bok ktorykolwiek iest mnieyszy od sum- 
-my dwóch drugich. fig. 222. -— - 

ZAD. III. Naykrótsza droga na powierz- 
chni kuli z iednego punktu do drugiego, 
iest łuk koła wielkiego CY dwa 
punkta dane. fig. 225. - = 

ZAD. IV. W tróykącie kulistym, summa 
trzech boków, iest mnieysza od obwo- 
du kota wielkiego. fig. 224.  - 

ZAD. V. W każdym wieloboku E 5 
summa boków, iest mnieysza od ob- 
wodu kuła wiełkiego: fig. 225. — - 

ZAD: VI. Ostateczne końce srzednicy 
prostopadiey do płaszczyzny koła wiel- 
kiego, są biegunami tego koła, i biegu- 
nami.wszystkich kół matych do wiel- 
kiego koła równoległych. fig. 220. `- 

ZAD. Vil. Płaszczyzna prostopadła do 
ostatecznego końca promienia , iest sty- 
czną do kuli. fig. 226. — - = 

ZAD. VII. Kąt powstaiacy z przecięcia 
się dwóch łuków kół wielkich , iest ró- 
why katowi ziozonemu ze stycznych do 
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282 
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tych łuków. fig. 226. - = - 

ZAD. IX. W tróykącie, z punktów A,B, 
C, iako biegunów , opisawszy łuki skła” 
daigo tróykąt DEF; trzy punkta D, 
E, F, będą biegunami boków BC, AC, 
AB. fig. 227. — - 

ZAD. X. Każdy kat w iednym z Górka: 
tów ABC, DEF, ma za miarę pół-ob- 
wód, mniey bok” przeciwległy w A 
kącie drugim. fig. 227. - 

ZAD. XI. w tróykącie ABC, z oankIÓW 
AiB, w odległości AC iBC, zakresli- 
wszy łuki kul małych; i przez punkt 
D, którym te łuki przetną się, popro- 
wadziwszy łuki kot wielkich; tróykąt 
ABC będzie równy ACB. fig. 229. - 

ZAD. XII. Czytać Zad. VI. K. I. fig. 230. 

ZAD. XIII. Czytać Zad. VIL K. I. -= 

ZAD. XIV. Czytać Zad. XI. K. I. fig. 229. 


ZAD. XV. Czy. Zad. XH. i XIII. K. I. 6. 251. 
ZAD. XVL Czytać Zad. XIV. K.L fig. 252. 


ZAD. XVIL Czytać Zad. X.K.1. fig. 255. 
ZAD. XVLH. Jeżeli dwa tróykąty są ró- 
wnokątne , są i równo- boczne. fig. 254. 
ZAD. XIX. W tróykącie kulistym summa 
trzech kątów iest mnieysza od sześciu, 
a większa od dwóch kątów prostych — 
ZAD. XX. Taśma śpiczasta iest do po- 
wierzchni kuli, iak kąt tey tasmy do 
czterech kątów prostych, albo iak fuk 


_287, 


288 


- 289 


mierzący ten kąt do obwodu koła. fi. 256. 298 


ZAD. XXI Dwa tróykąty kuliste syme- 
tryczne są równa co do powierz. fig, 257. 
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ZAD. XXII. Summa tróykątów w wierż- 
cho kach przeciwległych, powstaią— 
cych z przecięcia się dwóch kół wiel- 
kich na półkuli, iest równa taśmie śpi- 
czastey, maiącey kąt równy katowi w 
wierzchołku. fig. 258 — =a — Soi 

ZAD. XXIII. Powierzchnia tróykąta kū- 
listego , iest równa summie iego kątów , 
zmnieyszoney dwóma kątami prostemi 
fig. 25 - = = - = 303 

ZAD. XXIV. Powierzchnia wieloboku 
kulistego, ma za miarę summę kątów, 
muiey wieloczyn z dwóch kątów pro- 
stych przez liczbę boków wieloboku 
mniey dwóma. fig. 240. — - = 504 

ESI Bi GA VIIL 
Opisania - - ~- ~ 205, 
Twierdzenia przybrane tyczące się 
powierzchni. 

I. Powierzchnia płaska, iest mnieyszą od 
każdey inney powierzchni maiącey z 
pierwsżą to samo zakończenie. fig. 254. 507 

II. Powierzchnia wypukła, iest mnieyszą 
od powierzchni drugiey otaczaigeey , 
maiącey z pierwszą to samo wrogo 
nie. fig. 255. -= = 507 

II. Powierzchnia wypukła pystadia pro- 
stego, iest równa wieloczynowi z pery- 
metru podstawy przez wysokość. fig. 252 508 

IV. Powierzchnia wypukła walca, iest >- 
większa od powierzchni wypulgey pry- 
żmatu opisanego. fig. 252. = = 30g 
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ZAD. I. Bryłowatość walca, ięst równa . 


wieloczynowi z iego pos, “przez 
wysokość. fig. 258.- ~ - 
ZAD I. Powierzchnia wypukła walca, 
iest równa wieloczynowi z obwodu ie- 
go podstawy przez wysokość fig. 258. 
ZAD. UI. Bryłowatość ostrokręgu, iest ró- 
wna wieloczynowi z iego podstawy przez 
trzecią część wysokości. fig. 259g.  - 
ZAD. IV. Bryłowatość ostokregu uciete- 
8° iest równa summie trzech ostrokre- 


501 


313 


gow, maiących za wysokość wspólną, ` 
wysokość ostrokręgu ucigtego , a za - 


podstawy podstawę niższą ostrokręgu 
ucietego, podstawę wyższą; i srzednią 
proporcyonalną między temi Pene 
podstawami. fig. 260. - 

ZAD. V. Powierzchnia wypukła ostr bóbr: 
gu iest równa wieloczynowi z obwodu 
iego podstawy przez połowę boku fi. 259. 

ZAD. TL Powierzchnia wypukła ostro- 
kręgu uciętego, iest równa wieloczy— 
nowi z iego boku, przez połowę sum- 
my obwodów dwóch podstaw. fig. 26r. 

ZAD. VIL W wieloboku foremnym, o- 
brawszy kilka boków następnych, i po- 
prowadziwszy promien koła wpisanego; 
ieżeli około srzednicy obróciemy część 
wieloboku, powierzchnia tą częścią u- 
tworzona, będzie miała za miarę wie- 
loczyn z wysokości czyli osi tey powierz- 
chni, przez obwód koła w pisayego. 
Sgaés, (3 SP AR es 
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ZAD. Vill. Powierzchnia kuli iest równa wi e/os 
czynowi z iey srzednicy przez obwód koła 
wielkiego. lig. 263. - = S ~ 333 

ZAD. IX. Pówikiżóhńia pasa kulistego, iest ró- 
wna wieloczynowi 4 iego wysokości przez ob- 
wód koła wielkiego. fig. 269. = = - 325 

ZAD. X. Jeżeli tróykąt i prostokąt téy samey 
podstawy i wysokości obracaią się razem okołó 
wspólney srzednicy, bryła utworzona obrótem 
tróykąta iest trzęcią częścią walca utworzonego 
obrótem prostokąta. fig. 264. 265. = - 32} 

ZAD. XI. Znaleść miarę bryły utworzoncy o- 
brótem tróykąta około linij przechodzącey ze- 
wnątrz przez ieden z iego wierzchołków. fig. 266. 328 

ZAD. XII. W wieloboku foremnym, obrawszy 
kilka boków następnych, i poporowadziwszy 

` promień koła w pisanego, ieżeli około srzedni 
cy obróciemy wycinek wielobokowy, bryła 
tym wycinkiem utworzona, będzie miała za 
miarę dwie trzecie obwodu mnożonege przez 
kwadrat z promienia koła wpisanego, i przez 
część srzednicy czyli osi oznaczoney prostopa- 
dłemi z ostatecznych końców izka wieloboku 
spuszczonemi. fig. 262. = - 336 

ZAD. XII. Bryłowatość wycinka * kalisteżć iest 
równa wieloczynowa* z pasa służącego mu za 
podstawę, przez trzecią część promienia, bry- a 
łowatość zaś kuli wieloczynowi z powierzchni 
przez trzecią część promienia. fig. 269 - 35t 

ZAD. XIV. Powierzchnia i bryłowatość kuli, tak 
się ma do powierzchni i bryłowatości walca 0- 
opisanego (obeymuiąc w to powa keai 
do 3.. figi 270. = - ~ 332 

ZAD. XV. Zmaleść aa A utworzoncy 
obrótem odcinka kołowego obracaiącego się 
około srzednicy zewnątrz położoney. fig. 271 333 

ZAD. XVI: Każdy odcinek kulisty, obięty mię- ` 
dzy dwiema płaszczyznami równoległemi , ma. 
za miarę  pół-summy podstaw, mnozoney przez , 
wysokość, więcey bryłowatość kuli którey ta 

t wysokps¢ służy za srzednicę. fig. 271. - 334 
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POCZĄTKI. 
|GEOMETRYI. 


| 


CZESC DRUGA 


| Obeymuiąca figury trzy rozmiary 
maiące, to iest: długość, szerokość, 
i wysokość. 


KSIĘGA PIĄTA. 


© płaszczyznach i kątach bryłowych. 


Opisania. 


I. Linia prosta iest prostopadłą do pła- 
szczyzny , płaszczyzna do linij, ieżeli ta o> _ 
ostatnia iest prostopadłą do wszystkich linij /a 
krzyżuiący cych się na płaszczyzniew iey spo- /, 7 bs 
aku, Spodkiem prostopadiey nazywać bę- f a 
o NL icz? 
a | 
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6) —iemy punkt,, w którym dotyka się hs pła- 


szczyzny. 
| IL Linija iest równoległą do płaszczyzny , pta- 
| szczyzna do linij , i dwie płaszczyzny/ mię- 
ooo. dzy sobą, skóro przedłużone iak naydaley 
HU + . . Á . . . . . 
(uade w iakimkolwiek kierunku nieprzecinaią się. 
ML Jeżeli dwie płaszczyzny przecinaią się , 
wspólnem ich przecięciem iest linija prosta ; 
ilość zaś większa lub mnieysza o którą są od 


pa 
siebie oddalone nazywa się pochyłością, któ- 


| (7, ra mierzy się kątem powstaiącym z prze- 
Vt ‘ cięcia się dwóch/prostopadłych prowadzo- 
R nych na każdey z tych płaszczyzn, fo te- 
| o samego punktu wspólnego przecięciasię. 
By @Kat ten moze bydz ostry , rozwarty , lub nc 
vo sty, w tym ostatnim przypadku | plaszczy- 
/ (opad lany są do siebie prostopadtemi/ _ 
| 1 AM. picia obięta ńrię ika 
/óż pfaszczyznami zbiegaiącemi sig’ w iednym 
ie punkcie, nazywa Się kgtem brytowym. . Do 
| 7 san~ złożenia kąta bryłowego potrzeba naymniey 
x kanc. trzech pjazozymn, 
7 
thadary tition’ ZADANIE PIERWSZE. 
Twierdzenie., , 
Linija prosta niemoże leżeć w części na 
płaszczyznie, w części zewnątrz płaszczyzny, 


i 
| „Poeci płaszczyzna iest powie ae j 
| pum na torey biorąc ód upodobania w-idki z 


Ander wiek-mieyseu dwa punkta, i łącząc ie. liniją 
e prostą, ta całkiem leży na PR = ‘g 
eae E! EAEN > 297 E Z 
| 
| 
| 
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panes 195 — 
ZADANIE M. 


Twierdzenie. 


Przecinaiące się dwie linije proste, leżą hi 
na iedney płaszczyznie, i oznaczaią iey pom * 
łożenie. ( fig. 181). * 

ystawiwszy płaszczyznę obracaiącą się feni 

około linij AB, ta w obrocie swoim trafiwszy Zy %w 
na punkt,C, linija AC leżeć będzie na iedney 74 if: 
płaszczyznie z liniją AB, maiąc na niey dwa 7%. of. 
swoie punkta A, CJ a położenie tey płaszczy» *4 2) 
zny iuż iest oznaczonćm przez to tylko, że o= 
beymuie przecinaiące się dwie linije proste 
AB, AC. 

Wniosek. Więc tróykąt ABC, trzy punk- 
ta A, B, C, nie będące w linij prostey, i dwie 
równoległe AB, CD (fig. 182), eznaczaią po- 
łożenie płaszczyzny; ponieważ poprowadziw= 
szy sieczną EF, płaszczyzna przechodząca 
przez dwie linije proste AE, EF, przechodzić 
także będzie przez dwie równolegie AB, CD. 


ZADANIE: II 


Twierdzenie, 


szczyznom nie były w linij prostey , fnaówtzas fae xl 
każd ac 
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/ 


złożyłyby iednę i tę same płaszczy- 


znę (Zad. Ii), co iest przeciwko założeniu. 


4 


Z. AGD N DERM: 


Twierdzenie. 


Jeżeli linija prosta iest prostopadł do * 
dwóch drugich krzyżui cych się w iey śpod- 
ku, będzie prostopad if do/iakieykolwiek in- 
ney linij prostey przećhodzącey przez iey spo- 
dek „fe prostopadłą do płaszczyzny. (fig. 185). 

iech będzić linija AP prostopadła do PB, 


on, et C; powiadam, że będzie prostopadłą do PQ, 
7 „przechodzącey przez spodek P, i dofpłaszczy- 
zny MN. 


W kącie BPC, przez punkt Q, wzięty 
od upodobania na linij PQ, poprowadziwszy 
liniją prostą BC, tak, ażeby BQ=QC (Za- 
gad. V. K.III.), złączmy AB, AQ,AC. W troy- 
kątach BPC, BAC (Zad.X XIV. K. UHL). mamy 
7 7P6*-4. PB* = SPQ + 3QC* 

AG? + AB? = 2AQ* 1. OC? s 
odeymuiąc pierwsze równanie od drugiego, i 
uważaiąc że tróykąty APC, APB prostókąt- 
ne przy P, daią 

AC? —PC*—AP? 

AB?—PB*=AP?, bedziemy mieli 

AP? + XP2—sAQ?— 2P Q?. 


~ Biorąc z obu stron połowę mamy 


AP? —AQ? —PQ*, albo, 
AQ*=AP*--PQ 
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[Więc tróykąt A PQ będąc prostokatnym [srat 
z f 


przy a Z rz 


waga. Więc aby linija prosta była pro- „r 
| ystopadia do płaszczyzny , /zaś płaszczyzna 'do M% ú 4: 
linij, dosyć iest by ta ostatnia była prosto- „w 
padłą do dwóch tylko linij prostych krzyżuia- ier moż 
cych się na płaszczyznie w iey spodku (Opis. 1), Pow 068 


Wniosek I. Prostopadła AP, będąc krót= 
szą od pochyłey AQ, mierzy prawdziwą od- 
ległość punktu A, od płaszczyzny MN. 

Wniosek II. Z punktu danego P na pła- ) 
szczyznie , iednę tylko/prostopadł wyprowa— Ja, 
dzić można; bo gdybyśmy z tego’ punktu wy- 
prowadzili dwie prostopadie, w kierunku. ich [rem 3 
przepuściwszy _ płaszczyznę nieograniczoną , “ms 
‘przecięcie się tóy płaszczyzny z płaszczyzną fmerumą 
MN, będzie linija prosta PQ, więc z punktu 
danego P, na linij prostey PQ możnaby bfto /2— 
wyprowadzić dwie/prostopadie, do tey simey koma 

łaszłzyzny co iest rzeczą niepodobną (Zad. l. (on av 
. L. Wnios). Równie iest rzeczą niepodobną ** “ 

z:punktu danego. zewnątrz płaszczyzny spuścić /47%7* 
dwie prostopadłe na tę płaszczyznę ; pojoa RZE 
gdyby AP, AQ były temi dwiema préstopa- 
diemi, naówczas tróykat APQ, miałby dwa 
kąty APQ, AQP, proste, co bydź niemoże 
(Zad. XXVII, K.I. W nios. III). f 


ZADA- 
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ZADANIE Vi 
$ T'wierdzenie: 


Linije pochyte w równey odległości od 
„prostopadłey są równe ,/zaf z dwóch pochy- 
w uj tych nierównych, ta ist dłuższą , która bar~ 
A od prostopadłey oddala Się. (fig. 184 ). 
Ponieważ kąty APB, APC, APD są 
mocz [pd równe mię wziąwszy odległości PB, PC, 
bow > D równe między soba, troykaty APB, APC, 
pz .PD,f /maiące kąt réwny/ obięty - -bokami ró- 
wnemi (Zad. VLK. I. )/są równe; więc prze- 
ciw- prostokątne , albo pochyłe AB, AC, AD, 

| są między sobą równe. 
| Jeżeli odległość PE>PD, albo PB, 
| widoczną iest ree że linija pochyła AE > 

AB, albo AD. 


| ; Wniosek. hvaxyatkis linije pochyłe AB 
| AC, AD, it.d: sobie wne „PAR kaią si 
| „obwodu koła BCD, opisanego ée spots pro- 


; |więe maiac dan 


P> 


| z en będzie spodkiem szukanym. 

M Uwaga. Kat ABP, nazywa się zachy— 
—  . leniem linij pochyłey AB do płaszczyzny MN, 
3 widziemy że to nachylenie iest/rowne we wszy— 
nale > a " stkich 


iy = S ut $ 
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stkich linijach pochyłych AB, AC, AD, it.d. 
równie oddalonych od prostopadłey ; ponieważ 
wszystkie tróykąty ABP, ACP, ADP itd. 
są równe między sobą. 


ZADANIE VI 
Twierdzenie. 


A DEY prostopadłą na płaszczyznę, ap 
i obrawszy liniją prostą na tey płaszczyznie; “ren 
żeżeli ze spodka prostopadtey poprowadzimy ; z. 
prostopadłą do tey linij, i zigczymy iey osta=", | 
„łeczny koniec z ostatecznym końcem pierw- ton | 
szey prostopadtey, linija łącząca ostæteezne ely burn 
konce tych „prostopadłych będzie prostopadłą ntate 
do linij-lezgeeyx na płaszczyznie. (fig. 185). hete ni 

Niech będzie AP prostopadła do płaszczy & vase 
zny MN, i linija BC położona na tey pła— * Kono 
szczyznie; ieżeli ze spodka prostopadiey P, po- 
prowadzimy prostopadłą do BC, i złą- 
czymy AD, powiadam, że A D będzie prosto- 
padłą do BC. Wezmy BD—=DC,izłączmy 
PB,PC,AB,AC: ponieważ D B C, pó t 
chyła PB= PC; co zaś do prostopa ey/AP; 
ponieważ PB=PC, pochyła AB=AC (Za- sj 
danie V.); ; więc linija AD maiąc dwa ostate- 
czne swoie punkta A, i D; wrówney odległości od 
od fostatecznych końców linij prostey B,iC, 
iest prostopadłą/do srzodka linij BC. ee 

Wniosek. Widzimy razem że BC iest A 4 
prostopadłą do płaszczyzny ADP, ponent Ja 

A B 
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4 — BC, iest prostopadłą razem do dwoch linij 


| 
| prostych AD,PD./ 
| Uwaga. Dwie linije AF, BC nie lezae 
| na tey samey płaszczyznie ieee się nieprze— 
ie +, tną. Naykrótsza odległość tych linij iest linija 
prosta PD, która iest prostopadłą razem do 
i linij AP, i We BC. Odległość PD, iest nay- 
i nno krótsza między temi dwiema linijami; /jponie= 
R euważ ieżeli złączymy dwa drugie punkta iakie- 
ata są AiB, będziemy mieli AB > AD, AD> 


PIII ZY: azatóm ARE A SYNS 
Ce EAD ANTE VB; * 


Jedi 


Perel’, tam, be teia, Twierdzenie... dean aties ponh 


wdw EKI w bm mogus 26`, CAM LA em WIZA 

~ et Woy Jeżeli linija prosta, iest prostopadłą” do 

ależwa/ płaszczyzny , wszystkie linije dofniey równo- 

zn come tegte, będą także prostopadłemi do i ey sa~ 

X ptas eY płaszczyzny. (fig. 186 ). 

PASY Niech będzie linija prosta AP, prostopa— 
dła do płaszczyzny MN, tibet że lini- 
jæ ED, równoległa do AP , będzie także pro- 

topadia do płaszczyzny MN. /W kierunku ró- 

ŁOT APE D, poprowadzmy pła- 
szczyznę którey przecięcie się z płaszczyzną 
MN, będzie P D; na płaszczyznie M N, wykre- 

| śmy liniją BC, prostopadłą do PD, i 

czmy AD. Podług wniosku zadania poprze- 

* RB dzaiącego, BC saab prostopadłą do płaszczy— 

| zny APDE; więc kat BDE iest prosty: kąt 

| EDP iest także prosty, pobiera AP iest pro+ 


tany AD ramad e regon ZWZ) 


PARALIA rp ES 

42 

7 

at Fá Lathe. WZ, A É 
stopadłą do PD, zas DE równole sk do AP; ‘ 
wiec linija DE bedac prostopadią do dw óch | 
linij prostych DP, DB, iest prostopadłą do 
płaszczyzny MN (Zad. IV). 
` Wniosek. I. Naodwrót, ieżeli linije AP, pH 
ED, są prostopadłemi do płaszczyzny MN, wish 
będa równoległemi; onieważ g A niemi 204 


niebyły, wyprowadziwszy z punktu dA; 75 „dia 


Kwik do AP , [ta będąc prostojjadła_ oe 
łaszczyzny M Ris punktu D, możnaby by=, 
wyprowadzić dwie prostopadłe do tey sam nee | 

mey płaszczyzny J co bydź niemoże (Zad. IV). 5 

YF niosek. Jeżeli z trzech linij nie le- ; Z| 

zacych na iedney piaszczyznie, dwie są ró- 4 4 

wnolegie do trzecićy, sa równoległe między so- held zdaj 

imion płaszczy znę prestopadia do YA 
linij trzeciey, dwie pierwsze do/niey równo— 

legie , będąc prostopadiemi do tey samey płacy ceibe ay 

szczyzny, podług wniosku poprzedzaiaceg y 

pede między sobą réwnolegiemi.— (pz. 


ZADANIE VUL ORT 


Twierdzenie. 
| ay, RACZ zł 
Jeżeli iedna linija prosta, iest róóno-ne. 3) 
ległą do drugiey wykreśloney na płaszczy e 
znie, będzie także równoległą do rey pta- 
szczyzny. (fig. 187 ). | 
Jeżeli linija prosta AB, iest równoległą | | 
do CD, wykresloney na płaszczyznie MN, | 
powiadam , że sięgać do tey płaszczyzny Tús | 
wn - ES 


| 
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he wun wnoległą. /Przepuściwszy przez linije AB i 
Paa CD płasze: yznę, gdyby linija AB , leżąca na 
płaszczy znie AB C D, przecięła się zpłaszczy- 
zną MN, przecięłaby się koniecznie w którym 
kolwiek punkcie linij CD, która iest wspól- 
nóm przecięciem się tych dwóch płaszczyzn ; 
linija zaś AB, przeciąć linij CD niemoże, po- 
nieważ do niey iest równoległą; więc też nie- 
przetnie i płaszczyzny MN; azatćm do niey 

iest równoległą ( Opis. II). 3 


ZADANIE „ IZ 


Twierdzenie. 


Dwie płaszczyzny prostopadłe do tey 
samey linij prostey są równoległe między so- 
bg. (fig. 188 ). 

Niech będą dwie płaszczyzny MN, PQ, 
prostopadłe do tey samey linij prostey AB, 
powiądam, że będą między sobą równoległe. 

/3e Ponieważ gdyby te plaszezyzhy przecię- 

ły się z któreykolwiek strony , obrawszy punkt 

O, na linij wspólnego ich przecięcia się /złą= 

/ czmy OA, OB; linija AB prostopadła do 

„. płaszczyzny MN, iest prostopadłą do linij/ 

/ t QA, prowadzoney przez iey spodek na tey 

` płaszczyznie; dla tey samey przyczyny AB, jest 

prostopadłą do BO; więc OA, OB, byłyby 

dwiema prostopadłemi spuszczonemi. z iedne- 

go punktu O, na tę samę liniją prostą, co iest 

| rzeczą niepodobna (Zad. XV.K.1I). Więc pła- 
je oszczyzny MN, PQ, są równoległęśni. 
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ZADANIE X 
"Twierdzenie. 


Przecięcia dwóch płaszczyzn równole- | 
degłych , przez płaszczyznę trzecią, są Tró- 
wnoległęłni (fig. 189). 

Nićch będą przecięcia EF, GH, dwóch 
płaszczyzn MN, PQ, od trzeciey płaszczy- 
zny EFHG, powiadam, że te przecięcia be- 
dą równolegla Ponieważ gdyby „linije EF,. 

GH,- będące/na płaszcyznie E F HG, nieby- 

. ły równoległemi, przedłużone przecięłybysię; 
azatćm przecięłybysię ipiasze zyzny MN, PQ, 
na których leżą, co bydź niemoże gdyż z z da 
żenia te dwie płaszczyzny są równolegichi n 


Twierdzenie. 


zny,,ięst prostopadłą do płaszczyzny dru- 
giey/do pierwszey réwnolegtey (fig. 188). 

Niech będzie linija prosta AB, prostopa— 7 lynne’ 
dia do płaszczyzny MN, powiadam, że iest | 
prostopadłą do płaszczyzny PQ, równole- | 
głey do MN. - 


Poprowadziwszy od upodobania na pla- 


 pzezyznie PQ, liniją BC, przez pas iBC, 


Linija prostopadła do iedney płaszczy- fe 4 
“ss 


przepuściwszy płaszczyznę ABC rzecięcik Pag i 
ir. 2 plaszezyzna MN, to iest AD, iost x6r wz 
wnoległem do BC (Zad. X.); lecz z założenia “7% 


fiat ZZ u toya 
| 3 | 
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Jinija ja AB, dacs ZEK TTE do płaszczyzny 
MN, iest, prostopadła do linij AD; więc iest 
takže prostopadłą do równoległey BC (Zad. 
XXIII. K. I. Wnios. I. ŻA ponieważ linija AB © 
jest prostopadłą do cafey linij B-C-przecho= | 
_dzącey przez iey spodek na plaszczyznie P Q, 
mige te prostopadle. do płaszczyzny PQ. 


e. la r ceeł era 
BELA S en 
rel, RENE Vad aoe sł 


Linije réwnolegte hine de dwiema pta- 

szczyznami równoległemi są równe. (fig. 189). 

Przez linije równoległe EGiFH, /prze- 

puściwszy płaszczyznę EGHF, przecinaiącą 

/ płaszczyzny równoległe MN, PQ, w kie- 
* runku EF i GH, przecięcia EF, GH są ró- | 

wnoległe (Zad. X.); gdy z żałożciia EG, FH 


Jy -Sa Sen równoległe ,/więc figura EGHFE be- 
felli” ac rów, diem, EG=FH (Zadanie 


Wi ee Dwie płaszczyzny rownole- 
| głe we wszystkich punktach są w równey od 
fom. byiebie odległości ;  fpesióweż ieżeli EGiFH, 

są prostopadłe do dwóch płaszczyzn MN, 
PQ, będa równoległe, azatćm równe (Zad. VID). 


, 
— 


N l 


ZADANIE XUE 
Twierdzenie. 


Jeżeli dwa kąty nie leżące na tey samey 


R aka 20 galoni, 7 


zło maią ramiona równoległe i w 

tym samym kierunku, kąty będą równe, a 

ich płaszczyzny równolegte. (lig. 190). 

Niech będą dwa katy CAF, DJE nie 

będące na tey samey piaszczyznie , których ra- 

miona AC, BD, AF, BE,'są równoległe i 

w tym saanym zwrócone kierunku, powiadam, 

ze te kąty będą rów NET ich piaszczyzny ró- 

wnoległe. 

Wziąwszy AC=BD, AF=BE, złą- 

czmy CF, DE, AB, CD, FE. onieważ_ wie Za 

linija AC, iest równa. i równolegił do BD, zę 
(EEEE równolegiobokiem (Zad. wha, 

XXXIK.L), Inja CD, iest równa i równo- 

legła do AB. Dla tey samey przyczyny lini- pali 

ja FE; iest równa i równoległa do AB; więc po 
także CD, iest równa i równoległa do FE; sedas 
DL. m figura CF ED_ będąc e rewnoległc -globo~ cress 
Ken. tok CF ee rowny i PTE SAPE EN $ oe 
DE; w tróykątach zatem frówno bocznych ć, równo = boczny ch, 

DBE. 


CAF, DBE, , kąt CAF 
N 


| 
el 


{2 owiadam, że płaszczyzna By sitet, 
ACF, iest równoległą do płaszczyzny BDE; r 
przypuśćmy Ze płaszczyzna równoległa do 
BDE przechodząca przez punkt A, przetnie 


lnije CD, F E fw innych iakich punktach a- “24> | 
niżeli C i F, naprzykład w punktach GiH; + font 
naówczas podług Zadania XII., trzy linije AB, 


GD, EH, będą równe: lecz trzy linije AB, +] 
CD, FE, iuż są równe; więc mielibyśray Vi 
CD= =GD, EH=EF, a bydz niemoze ; fot 


zatem płaszczyzna A CF iestrównoległą do pła- 


szczyzny BDE z 
W niosek. (Dwie płaszczyzny równoległe 
| MN, PQ préeciete od dwóch drugich pta- 
szczyzn CABD, FABE, katy CAF, DBE, 
| „powstaiące z przecięć tych płaszczyzn ró- 
fajno ych są równe; przecięcie AC, 
est równoległe do BD (ZAD.X.); AF do BE, 
więc kąt CAF =DBE. 


ZADANIE XIV, 
Twierdzenie. 


Jeżeli trzy- linije proste nie leżące na tey 
samey płaszczyznie są równe i równoległe, 
indyka t y z obu stron powstaiące z połączenia 

końców tych linij prostych lini- 
jami prostemi, będą równe, a ich płaszczy- 
zny równoległe. (fig. 190). 
i Jezeli trzy linije proste AB, CD, FE, 
nieleżące na tey samey płaszczyznie są równe 
i równoległe; powiadam, ze tróykąty ACF, 
BDE powstaiące z połączenia 
1... końców są równe, a ich płaszczyzny równo- 
[Pri A [Cay linij aAB , dest równą i równolęce= 
| ią do CD, figura A B DC iest- równo - legło- 
okiem (Zad. XXXI K.I), więc bok AC iest 


xówny_i równoległy do BD, Dla podobney 
przyczyny boki AF, BE, sa równe i równo= 


CZA) i boki CF, si więc dwa tróykąty 


ACF, BDE są równe (Zad.XI.K.I.); do- 
Ń wie- 


s 
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wiedziemy nastepnie podobnie iak w Zadaniu 
poprzedzaiacém, ze ich płaszczyzny są ró- 


wnolegte. r 


ZADANIE XV. 


Twierdzenie. 


Dwie linije proste obięto między trzema 
płaszczyznami równoległemi są pocięte na cze~ 
ści proporcyonalne. (fig. 191). 

Przypuśćmy Ze liniją AB przecina pła- 
szczyzny równoległe Mh, PQ, R S, wpunk- 
tach A, E, B; zaś linija OD przecina też sa— 
me płaszczyzny w punktach C , F, D; powia- 
dam ze bedziemy mieli 

AB) SEBA GR FED. 
` Poprowadźmy linija prostą AD przecina~ 
jaca plaszczyzne PQ w punkcie G, i złączmy 
AC, EG, GF, BD; przecięcia EG, BD, 
frłaszczyzn równoległych POLES; przez pła- 
szczyznę AB D są równolegie (Zad. X). więc 
(Zad.XV.K.IV ).. 
. AE :,EB:; AG: GD; 
F/ 


Podobnie przecięcia AC, G 


dac = fal 
olegicmrmamy ... 
AG: GD'?: CF : FD, 


"Więc z przyczyny stosunku wspólnego AG. 
:GD będziemy mieli 
AE + EB, :: CP ;: FD. 


ŻADA- 
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ZADANIE XVE 


Twierdzenie. 


W czworoboku iakimkolwiek, którego bo= 
ki leżą lub nieleżą na iedney płaszczyznie; ie- 
żeli podzielimy boki pzeciwlegte na częśei pro- 
.porcyonalne, i przez punkta podziału poz 
pr owadz High ee proste, te przetng sig a. 
ie stosunku, wiakim są od: 
powiadaiące przeciwległe eb ETERS Te 
(SRC 107; : 

NV czworoboku iakimkolwiek ABDC, 
poprowadziwszy przez punkt A równoległą do 
BD, zaś przez punkt B, równoległą do AC; 
płaszczyzna MN bales równoległą do R S 
( Zad. XIII); równolegle do płaszczyn MN, 
RS, poprowadziwszy trzecią piaszczyznę P Q, 
linije proste AB, CD, przez te trzy plaszczy- 
zny będą pocięte na części proporcyonalne 
(Zad.XV ). 

AE : EB.:: CF FD, 
z żałożenia boki AC, BD są posiets liniją GH 


"w pifretach GiH, tak że mamy 


AG: GC :: BH: HD; 
powiadam amo, że linija prosta GH przetnie 
liniją prostą EF w iednym punkcie O. 

Przez punkt F, poprowadzmy liniją pro- 
sta IK równoległą do A B, przecinaiącą 
piaszczyzny MN; i RS w punktach I, K, 


% złączny Cl, KD, Al, BK; linije proste 


NA BĘ; EF wypadające z przecięcia się 
pla- 
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płaszczyzny ABKI, z trzema _płószczyznani 
równoległemi MN, PQ, RS, są równoległe; 
dowiedziemy podobnie że CI, iest równole- 
„głą do KD. Poprowadziwszy linije proste 
GU, HT, równoległe do AliBK, te będą 
także równólęgtówi do EF. To założywszy 
mamy AG: GOs: TO UC 
‘ Bre Hay: her: 
gdy pierwsze dwa stosunki z pr zjipuszczenia są 
równe, drugie dwa stone, proporcyą następu- 
iącą: IU: UC::KT: DTR. 
Azatém skoro równoległe CI, KD, są pocię- 
te proporcyonalnie w punktach UiT, trzy 
punkta U, F, T, powinny bydź w linij pro~ 
stey (Uwaga A. XXII. K. HI), tak, że łą- 
cząg U, T, liniją prosta UT, ta przeydzie 
przez ‘punkt F, linij prostey BF. Z tad wy 


ada że přľaszçz 


rz) Linije proste GHiAB, pocięte na 
SA gg Gęsi przez trzy płaszczyzny” 
M'N, rk: A RS, daią pruporeya 
AE: EB: HCOOH 

mamy także 

AT: GU:'AC.: GC, 
zaś AI=EF, GU=OF, iako równoległe 
obięte między” równoległemi , więc 
EF : OF:: AC '" GC, 

B aza- 
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azatćm E OF:OF::AC—GC:GC 
ezyli 07 wJOPŁ:y AG Ge 
ZADANIE XVI. 
Twierdzenie. 
Pochyłość dwóch płaszczyzn, mierzy się, 


kątem porata z przecięcia się dwóch 
prowadzonych- na każdey z 


| fych senad, do t ego sainego punktu ich 


wspólnego przecięcia się. (fig. 195 ). 

To iest: miarą pochyłości dwóch pła-= 
szczyzn MAN, MAP, iest kat NAP, pow- 
staiący z dwóch prostopadłych NA, PA, pro- 
wadzonych na każdey z tych płaszczyzn do 
wspólnego pr zecięcia się AM; obrawszy inny 
punkt M, i poprowadziwszy prostopadie CM 
na płaszczyznie MN, i BM na „płaszczyznie 
MP, do wspólnego przecięcia się AM, kąt 
BMC, będzie także miarą tey samey pochy- 
ości ; ponieważ MBiAP, będąc prostopa- 
dtemi do tey samey finij AM, są równole- 
głemi. Dla tey samey przyczyny M C/będąc 
(Zad. 


nego presi si się dwóch mrem 
o okazawszy powiadam, że ieżeli dwa 


kąty PAD, DAN są równe, pochyłości od- 
powladaigce płaszczyzn MAP, MAD,iMAD, 
MAN beda takze rowne. 


Na 
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Na ten koniec, na płaszczyznach PAN, 
BMC, ze srzodków Ai M, promieniem od u+ 
pedobania; opisawszy łuki NDP, CFB, po- 
prowadzmy AD; dwie płaszczyzny PAN, 

" BMC, prostopadie do tey samey linij pro- 
stey M A, są równoległe (Zad. el wiec ,prze- 


ciecia AD ME tych dwéch-pteesery rzez 


k maiac ść je 


na ÀM, dwie te pochyłości zbiegną się cał- 
kiem iędna z druga. Gdyby kąt DAP, za- 
mykał się pewną liczbę razy spełna w kacie 
PAN, pochyłość DAMP zamykać się będzie 
tę siną liczbę razy speina w pochyłości PAMN. 
Dowiedziemy podobnie (Zad. XVII. K.IL), że 
iakikolwiek będzie stosunek kąta PAD, do 
kąta PAN, pochyłość DAMP, będzie wtym 
samym stosunku do pochyłości PAMN; aza— 
tem kąt NAP, może bydź wzięty za miarę 
pochyłości dwóch przecinaiacych się płasz= 
czyzn MAP, MAN. 


acie Som DA i 


nych 
cinaiących się wzajemnie, kąty w wierzchoł- 


ku przeciwległe są równe, kąty przyległe ra- 
B 2 zem 
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linije proste. Więc wr o <p mn ply 9 


4 


zem wzięte składają dwa kąty proste; ieżeli 
iedna płaszczyzna iest prostopadłą do drugiey, 
druga iest prostopadłą do pierwszey. W prze- 
cięciu i gł płaszczyzn równoległych przez pła- 
szczyzhę trzecią, zachodzą te same równości 
i własności, iakie w przecięciu się dwóch li- 
nij równoległych przez liniją trzecią. 


ZADANIE XVIL 


Twierdzenie. 


Jeżeli:linija prosta iest prostopadłą do 
płaszczyzny, druga płaszczyzna przecho- 
dząca przez tę prostopadłą będzie prosto- 
padłą do płaszczyzny pierwszey. (fig. 194). 

Niech będzie linija AP, prostopadia do 
płaszczyzny MN; powiadam, że/cała_pła- 
szczyzna AB przechodżijca przez AP, bę- 
dzie prostopadłą do płaszczyzny MN. 

Niech BC, będzie przecięciem płaszczyzn 
AB, MN; ieżeli na płaszczyznie MN’, po- 
prowadzimy DE prostopadłą do BC, linija 
AP prostopadła do lec | 4 MN, będzie 
prostopadłą do BC, DE; kąt DPA, 
mierzący pochyłość Oe fis AB,MN (Zad. 
XVII), iest prosty, więc płaszczyzna AB; 
iest. prostopadłą do MN (Opis. IH). 

Uwaga. koro trzy łinije AP, BP, DP, 


są do siebie prose fal każda z nich iest 


prostopadłą do płaszczyzny dwóch drugich, a 
trzy piaszczyzny są do siebie je" 
A 
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ZADAN ILE. XIX. 


Twierdzenie. 


Jeżeli dwie płaszczyzny są do siebie pro- 
stopadłemi, poprowadziwszy na pierwszey 
liniją prostopadłą do wspólnego ich przecię— 
cia się, ta będzie prostopadłą do płaszczy- 
zny drugiey. (fig. 194 ). 

Niech płaszczyzna AB, będzie prostopa- 
dia do MN, poprowadziwszy na pierwszey 


‘ prostopadłą PA, do wspólnego. przecięcia się 


fh 


P B, ta iest prostopadłą do płaszczyzny MN. 
-Ponieważ na płaszczyznie MN, popro- 
wśdziwszy prostopadłą DP do BP; at DPA 
prosty, gdyż płaszczyzny są do siebie prosto- 
adłemni, więc linija AP, będąc prostopadłą 
do BP1 DP, iest prostopadłą do płaszczyzny 
MN (Zad. IV). : 

Wniosek. Jeżeli płaszczyzna AB, iest pro+“ 
stodadłą do MN, z punktu P, wspólnego prze~ , 
cięcia się, wyprowadziwszy prostopadłą do 
płaszczyzny MN, tą, całkiem leżeć będzie na 
plaszczyznie AB ffonieważ gdyby meleżała, 
z punktu P, wspólnego przecięcia się na pła- 
szczyznie AB, prostopadłey do MN, popro- 
wadzona linija. prosta PA, byłaby  prostopa- 
dłą do płaszczyzny M N; więc ziednego punk- 
tuP, byłyby dwie prostopadłe do płaszczy- 
zny MN, co iest rzeczą niepodobną (Zad. IV- 
Wnios. II). SE i ; ET 


ZADA- 


*http://rcin.org.pl 


— 214 — 


ZADANIE XX. 


Twierdzenie. 


JE spólne przecięcie się dwóch płaszczyzn 
prostopadłych do płaszczyzny trzeciey , iest 
iakże prostopadtém do tey ostatniey pła- 
szczyzny. (fig. 194). 

Jeżeli dwie płaszczyzny AB, AD, sa pro- 
stopadlemi do trzeciey M N, wspólne ich prze- 
cięcie się AP, iest także prostopadicm do pła- 


por MN. 

¿Ponieważ ieżeli z punktu P, fi niesiem 
préstopadia do płaszczyzny MN,’ fa znaydo- 
wać się razem musi na płaszczyznach AB i 
AD (Zad. XIX. Wniosek); azatem na wspól- 
ném ich przecięciu się A P. 


ZADANIE XXI 


Twierdzenie. 


W kącie brylowym składaiącym się ztrzech 
kątów płaskich, summa dwóch którychkol- 
wiek, iest większa od trzeciego. (fig. 195 ).! 

Niech będzie kat bryłowy S, złożony z 
trzech kątów płaskich ASB, ASC, BSC, i 
niech kat PSC będzie naywiekszy,ze trzech; 
powiadam, że będziemy mieli 

ASB < ASC+ BSC. 

Na płaszczyznie ASB, wykreśliwszy kąt 
BSD=LSC, poprowadzmy od upodobania 

lini- 
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liniją prostą ADB; a wziąwszy SC=SD, 
złączmy AC, BC. 
Dwa boki BS, SD, równe dwóm bokom 
"BS, SC, obeymuią kąt BSD=BSC; więc 
w dwóch tróykątach BSD, BSC równych, 
many BD=BC. Lecz AB < AC+ BC; o- 
deymuiąc z iedney strony BD, z drugiey ilość: 
równą BC, pozostanię AD < AC. _Dwabe- 
i SD_są równe dwóm bokom AS 
AD będąc mnieys 
(Zad X A ASD 
daiąc z iedney strony BSD, z drugiey ilość 
równą BSD, będziemy mieli ASD++B$SD 
<ASC+ BSC, czyli ASB 4 ASC--BSC. 


ZADANIE XXIL 


"Twierdzenie. 


KLA! 
trzeci 


s 


. Summa kątów „płaskich składaiących kąt 
bryłowy, iest mnieysza „od czterech kątów 
prostych. (fig. 196). 

Przetniymy kat bryłowy S, płaszczyzną 
ABCDE; z punktu. O, wziętego na tey pła- 


szczyznie, poprowadźmy do wszystkich kątów / 
linije OA, OB, OC, OD, OE. fkiczbą ką- /4 i 


tów w tróykątach ułożonych około wierzchoł- 
ka S, iest równa liczhie kątów w a, 
ułożonych około wierzchołka O. Lecz 

punkcie B, kąty ABO, OBC razem wzięt 
składaią kąt ABC < ABS + SBC (Zad. 


XXI.); podobnie w punkcie C, kąt BCD 
Mi SNOS 
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< BCS+SCD, i tak daley co do innych ka- 
tów wieloboku ABC DE. Więc w tróykątach 
których wierzchoikiem iest O, summa katów 
przy podstawie iest mnieysza, od summy ką- 
tów przy podstawie w tróykatach których 
wierzchołkiem iest S; azatém przez wynad- 
oie ann kątów ułożonych około 
punktu O, iest większa od summy kątów o- 
kolo punktu S. ee katow okofo 

puńkhr O, iest równa czterem kątom prostym ` 
(Zad. ILE), więc summa „kątów „płaskich _ 
składaiących kąt bryfowy S, iest mnieysza od 
czterech kątów prostych. 4/4. A. Ga teh = 


ZADANIE SKI im. 
y Twierdzenie. 


(iech fare cć 
=DTE, BSC=ETF; be a ze po- 
chyiość dwóch piaszczygii ASC, ASB, iest 
równa pochyłości płaszczyzn DTF AA DE 
Wziąwszy od upodobania SB, spuscmy 
prostopadłą: BO, na płaszczyznę ASC; z 
punktu O, poprowadziwszy OA, OC, pro- 
stopadie do SA, SC; złączmy AB, BC; 
wezmy następnie T E=SB; spuściwszy pro~ 
stopadłą EP, na płaszczyznę DTF; z punk- 
tu P, poprowadziwszy PD, PF, pręcępor 
A? e 
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die do TD, TF, złączmy DE, EF. Troy- 
"tały SAB, TDE, prostokatne przy AID | 
(Zad. VL), "małą Kat ASB=D c kąt 
SB. A= ED. Nadto S5—=* TE; Jem fk 
i óykatot TDE, 


. Dowiedziemy pole 
Wa że SCs TF, BC=EF. To zatozy- 
wszy mamy czwor obok SAOC, równy czwo- . 
robokowi TDPF; kładąc bowiem kat ASC, | 
na ieimu równy DTF, ponieważ SA='TD, 


SORR; Ho s padnie na punkt D, punkt 
„w tym sam 


bon AOB, DPE pr Ewa przy OiP, 
przeciwprostokątna AB=DE,bokAO=D P; 
więc (Zad, XVIII. K.1). kąt O A B= PDE.. Kąt 
zaś O AB iest miarą póchyłości dwóch piasz= 
czyzn ASB,D'TE, do płaszczyzn ASC, T DE 
(Zad, XVID, więc te dwie pochyłości są równe. 
W Sosok, W dwóch kątach bryiowych 
składaiących się z trzech kątów plaskich/r6-, A 
ch w każdym, ieżeli kąty równe ezyh od- 
powiadaiące są rozłożone w tym pc A 
wi, naówczas te dwa xaty/abicgna sig 39! 
Jakoż w c ENS 


ALAR ÓW a 

stanie do boku T D, Pt pinkt 

fete Daan PT dka OB — ; 
» prostopadła OB==EP; nadto pro- 


sto- 
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stopadłe te leżą w tym ene kierunku, wigs 
punkt B, tr ù Jini 


gna się całkiem ieden zdrugim. 


Gdyby w dwóch kątach bryłowych, ka- 
Taskie akon , były rozłożone w porząd- 


ty 

A buf , te dwa katy brytowe beda 
ne; oz zbieżenie się ich iest niepodobnćm; 
gatunek ten równości nazywać będziemy ró- 
wnoscig przez symetryg. Więc dwa katy bry- 
lowe powstaiace z trzech kątów płaskich ró- 
w wnych w każdym, lecz rozłożohych w porząd— 
ty ` ku Kyyzótnygw nazywać będziemy kątami 
równemi przez symetryg, albo kątami syme= 

źrycznemi. 
Ta sama uwaga stosuie się do kątów bry- 


łowych składaiących się zwięcey aniżeli trzech 
kątów płaskich: wędki ieden_ kąt _bryłowy- 
a pa z katów pdaskic E 


z tych samyc ó orządk 
ORAL m z 2. D.C, B; fe dw: CB; wa katy 
rylowe Pom cd 09 symetrycznemi, 
płaskich niemasz właściwie 
mówiąc równości przez symetryą, 
można ie PeRrócić i brać i 


h 
zamiast pod; inaczey się m rylach, gdzie 
„ trzeci xoZ5igp noże bydź w@ety w dwóch kie- 


.runkach seed jch; 


‘divas: 
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re ameua ex winay 


ZADANIE XXIV. 


Zagadnienie. 


Say CHE (M (fig. 198 ). 

W kacie bryłowym S, w którym znamy 
trzy kąty płaskie ASB, A S C, BS C chcac 
kre ; laszcz mię $ 


dasz kiad AS Ucz 


niw amo v ie iak w zadaniu 
przedzaiącem , kąt O AB _ będzie katem żąda» 

PTY Mg iogy mamy wykreślić na.płąszczyznie 
Wezmy faa tey ostatniey kąt B'SA równy ką- 


towi płfskiemu w bryle ASB, ASC=ASC, 


B”SG=BSC; z punktów BiB”, spuśćmy, 


prostbpadie B’A, B”C, na SA i SC, spoty” 
kaiace się w punkcie O. Z punktu A, iako sragd- 
ka, promieniem AB’, opisawszy półobwód ko~ 
ła B’b Eg=z punktu O, do B'E wyprowadimy 
prostopadłą Ob, przecinaiaca półobwód w 
- b, zdączmy Ab, a kąt EAb, będzie pochy- 
dością szukana dwóch płaszczyzn ASC, ASB 
-w kącie bryłowym, to iest równy kątowi 
OAB. Jakoż w tróykątach prostokątnych 
B'SA, BSA, przyA, kąty przy S są równe; 
a: kąty przy B’ są także równe. Lecz 4 
gd y, peoa pro okatna SR ERE i A te ; 


SĄ figury bryłow = i iaa A B’ czyli Ab, 

~na figurze płaskiey == AB, na figurze było” 

wey. Dowiedziemy podobnie, że SC, i czwo- 
Yo= 
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wd: płaskie AC 


BP. dwóch płaszczyzn ten kąt sk — 


4 


+ 
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roboki SAOC, w obu figurach są równe, i że 
AO, w figurze płaskiey = AO, w figurze bry- 
łowey ; więc wiedney i drugiey figurze tróy- 


` {katy prostokątne A Ob; AOB, maiąć” prze- 
ps rostokąthą Thorrewny (Zad. XVIII. K.L), 
są równe, azatćm kat EAb, wykreslony na 


płaszczyznie, iest równy OAB pochyłości 
dwóch płaszczyzn SAB, SAC, w kącie bry- 
łowym. 
«+ - Skoro punkt O, pada między Ai B’, na 
figurze płaskiey , kąt EAb, staie się rozwar- 
tym, i mierzącym zawsze prawdziwą pochy- 
łość płaszczyn: dla czego oznaczylismy przez 
"EAb nie zaś przez OAb pochyłość żądaną, 
ażeby to samo rczwiązanie służyć ra ahd na 
frets przypadki bez wyiatku. 

a ee Ażeby z trzech katów faskivh 


1 U . 

6; aže y wziąWszy od ubodobania dwa ką- 
ty płaskie B'SA, ASC, trzeci CSB” był taki, 
by prostopadła B” C, na bok SC, przecięła srze- 
dnicę B'E, między iey ostatecząemi końcami 
B'iE. Granice kąta CSB”, są prostopadłe 
z obu stron B” C, zpunktow W i E, to iest: B’I, 
EK, spotykaiące w punktach I, K, obwód 

„koła opisany promieniem SB”, więc granice 
, kata CSB”, będą CSI, CSK. 
i Lecz w tróykącie równoramiennym B’ SI, 
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* linija CS przedłużona /będąc. prostopadła do 
podstawy BI, kat QSI=CSB=ASCH_> 
ASB. W troyka je zaś równo - ramiennym 


KSK, linija S C,/będąc prostopadłą do EK 
kat OSK=CS | 


kątów_ równy. , ASB’, ką =. 
ASB’; więc CSE albo CSK ASC— ASB, 
Z tąd wypada, że zagadnienie będzie za~- 

ze podobném do rozwiązania, skoro trzeci 
kąt CSB”, będzie mnieyszy od summy dwóch 
drugich ASC, ASB’, a większy od ich róż- 
nicy: warunek zgadzaiący się z twierdzeniem 
XXI; ponieważ podług tego twierdzenia pe- 


„trzeba ażeby CS B”< ASC + ASB’; potrze- 


że..aż ASC<CSB”+ ASB’, albo 
CSB” > ASC—ASB. 
TROD AN EE AAV 
Zagadnienie, 


Maiąc dane dwa ztrzech kątów płaskich 
sktadaigcych kat bryłowy z pochyłością ich” . 
płaszczyzn, znaleść trzeci kąt płaski”: * 

Jeżeli ASC, ASB’ (fig.198.), say4wa 
katy płaskie dane, przypuśćmy, że CSB” bę- 
dzie trzecim kątem szukanym; naówczas uczy— 
niwszy to samo wykreślenie iak w zagadnieniu 
poprzedzaiacem, kąt obięty między piaszczyz= ^ 
nami dwóch pierwszych/ będzie BAR" Gdy; rde | 
kąt EAb, oznacza się za pomocą CSB” sko- eee 
ro dwa drugie są dane, znaydziemy zatém 

kat 
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kat CSB”, za pomocą EAb. Na ten koniec 
wziąwszy od upodobania SB”, i spuściwszy na 
SA prostopadłą nieograniczoną B'E, złożmy 
kat EAb równy pochyłości dwóch płaszczyzn 
danych; z punktu b, w którym ramie Ab, 
przecina obwód koła opisany ze srzodka A, i 
promieniem AB’, spuscmy na AE prostopa- 
dia bO, zaś z punktu O, na SC prostopadła 
nieograniczoną OCB”, wziąwszy SB” =S 
kąt CSB” będzie trzecim kątem płaskim za- 
danym. 
Uwaga. Jeżeli kąt bryłowy iest poczwór 

to iest: ieżeli składa się ze extemal ERG 
ich ASB,BSC,CSD,DSA (fig. 199). 
wiadomość ty oh kątów niewystarcza do ozna— 
czenia w paper oe ate ich płasaczyśi ; $ 


(kędac całkiem oznaczony, mozem 


ość drugich iego dwóch pias 


KSIĘ- 
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O Wielościanach. 


Opisania. 


I. Każda bryła zakonczona płaszczyznami czy- 
li ścianami płaskiemi, nazywa się wielo- 
ścianem. (Te płaszczyzny same zakonczone 
są linijami prostemi ). Więc czworościanem, 
sześcianem, ofmioscianem, dwónastościa- 
nem, dwódziestościanem it.d., nazywać 
będziemy bryły zakończone 4, 6, 8, 12, 
20, it. d. ścianami. Dla złożenia wielo- 
Ścianu potrzeba naymniey czterech płasz- 
czyzn. 

IJ. Wspólne przecięcie się dwóch ścian przy= 
ległych wielościanu nazywa się krawędzią. 

Ill. Wielościan, którego wszystkie ściany są 
wielobokami foremnemi równemi, a kąty 
bryłowe równe, nazywa się wieloscianem 
foremnym. [Sie widzieć, będziemy iż ta- 


kich wielośćianów mamy tylko pięć. 

1 iy obięta pod wielu równoległoboków 
płaszczyznami, zakończona z iedney i dru- 
giey strony dwiema płaszczyznami wielo- 
boków równych i równoległych, nązywa się 
pryzmatem czyli graniastosiupen 

Dla złożenia tey bryły, niech będzie 
ABCDE (fig.200). wielobok iakikolwiek; 
ie~ 
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ieżeli na płaszczyznie do niego równoległey, 
poprowadzimy linije proste FG, GH, HI, 
it.d. równe i równoległe do boków AB, 
BC, CD, it.d., złożemy wielobok FGHIK, 
równy wielobokowi ABCDE; ieżeli pa- 

,, stępnie połączymy wierzchołki katów 

(e dobnych linijami prostemi AF, BG, 4H, 

, sciany ABGF, BOHG, © LH; 

E DIK, AEKF, będą równoległobokaini, 
a bryła "AB CD EB F GHIK pryzmatem. 

V. Wieloboki równe i równoległe ABCDE, 
FGHIĘ, nazywaią się podstawami pryz- 
matu; /drugie płaszczyzny równoległo- 
boków wzięte razem stanowią powierzchnią 


bokow czyli wypukłość pryzmatu, Li- 
P nije DRE równe AF, BG; CHi t d. , na- 


zywaią oli wedzig 

‘VI. Prostopadta spuszczona Z Rawy wyż- 
szey na podstawę niższą iest wysokością 
pryzmatu. 

VII. Pryzmat iest prosty, skoro iego krawę- 
dzie są równe wysokości; pochyły, gdy wy- 
sokość mnieysza od krawędz 

VII. Pryzmat źróykątny, czworokgtny, pig- ` 
ciokątny it.d. bierze nazwisko od podyta- 
wy tróykątney, czworobocaney ;* pięcióbo- 


czney it. d. - 
Pryzmat, którego podst i sciany są 
ównołęgłobokami, nazywa si Fpenelegie- 


fcianem. 
Równoległościanem prostokątnym, gdy 
podstawy i Ściany są prostokątami. 


/ 


t 


% 
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X. Równoległościan , którego podstawy i Ściar: 
ny są kwadratami równemi, nazywa się 
szefcianejn: kubicznym, albo foremnym. 

XI. Bryła powstaiaca zwielu płaszczyzn tróy— 
kątnych zbiegaiących się w iednym punkcie 
S, i opieraiących się na różnych bokach te- 
go samego wieloboku ABCDE, nazywa się 
piramidą czyli ostrostupem. _ Wielobok 
ABC DE, iest podstawą, piramidy, punkt 

S wierzchołkiem , zbiór z kątów ASB 

,1t.d. powierzchnią wypuk 4, czy- 


li bokow 
XII. Protea spuszczona z wier zchołka na 


podstawę (przediużona ieżeli tego wyma- 
ga potrzeba), iest wysokością piramidy. 

XIIL Piramida iest tróykątną, czworvkgtng 

‘it. d. podiug tego iak podstawa iest troy— 

, kątem, cworobokiem it. d. 

XIV. Jeżeli podstawa iest wielobokiem forem= 
nym, a prostapadła przechodzi przez iey 
srzodek, naowczas piramida Pedic. foren 

prostopadła 

XV. W wielościanie linija Sory Aczącą 

» wierzchołki dwóch kątów bryłowych niee- 
przyległych, nazywa się przekątną. 

XVI. Dwa wielościany zbudowane podobnie 
na wspólney podstawie feden pad, drugi nag, 
tym sposobem , że wierzchołki kątów bry 
dowych odpowiadaiących, leżac na tey sa- 
mey linij prostey prostopadłey do podstaw Y 
są W równey od niey odległości, nazywaią 

C 


się 
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_ sie wielościanami symetrycznemi. Jeżeli lini- 
ja prostaS T ( fig.202.), będąc prostopadłą 
do płaszczyzny ABC, iest od niey prze- 
ciętą w punkcie O na dwie części równe, dwie 


piramdy SABC, TABC dwa_wielo— 
kaemy aymycma LT 
da era 


| ABS=DE r, BAS =ED FB; nadto: po 

chyłość płaszczyzn ABS, ABC, iest ró- 

wna pochyłości płaszczyzn (odpowiadających 
DTE, DEF, piramidy SABC, TDEFP, 
są podobne. 

RVIIL Złożywszy tróykąt z wierzchołków 
trzech kątów wziętych na tey samey ścianie 
albo podstawie pewnego wielościanu, wy- ` 
stawić "sobie możemy że wierzchołki róż- 
nych kątów bryłowych wielościanu, będą- 

gowns płaszczyzny tey podstawy, są 
wierzchołkami tyluż piramid tróykątnych 
maiących za wspólną podstawę tróykąt o- 
znaczony, a każda z tych piramid oznaczy 
położenie każdego kąta bryłowego wielo- 
Scianu względnie do podstawy. ‘To za- 
założywszy: dwa wielościany są padobne, 
skoro maiąe podstawy podobne, wierchoł- 
ki katów brylowych odpowiadaiących ze- 
wnatrz tych podstęgw ; są oznaczone pirami- 
dami tróykątnemi fodobnemi w każdym. 

ON > XIX. Nazy- © 
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XIX. Nazywać będziemy wierzchołkami wie= 
lościanu punkta zr nyc się w wierzchoł- 
ch "gt: różnych W by A eka 


ZAPIN file zn. 


Twierdzenie. 


+ Dwa wielościany maiące te same wierz= 
chołki, i w tey samey liczbie, zbiegng się cat= 
„kiem ieden z drugim. 

Maiąc wiełościan, shane zbudować dru- 
gi maiacy z pierwszym te same wierzchołki i 
w tey samey liczbie, potrzeba, ażeby płasz— 
czyzny tego ostatniego nieprzechodziły przez 
punkta, przez które . przechodzą płaszczyzny 
wielościanu pierwszego, bez czego, dwa te 
wielościany w niczćm by się nieróżniły: i cæ 
naówczas postawiwszy pierwszy wielościan na 
płaszczyznie, gdy wszystkie iego wierzchołki 
będą nad płaszczyzną, wierzchoł i „RE 
byłyby nad i pod tą płaszczyzną ,/co 
ciwko zalozeniy, więc dwa wielościany maią— 
ce te same wierzchołki i w tey samey liczbie, 
zbiegna się koniecznie całkiem ieden z drugim. 

Uwaga. Łatwo zbuduiemy ;wielościan 
maiąc dane położenie punktów A, B, C, K, 
i t. d. maiących niu służyć za wierzchołki; na 
ten koniec ob rada trzy punkta ię E, 5 
pr = $ z OLĄ a 
obiąwsz Pope E 3 


2 szczy= 
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szczyzną; płaszczyzna DEH, albo DEHK C 
‘tak oznaczona, będziej ścianą bryły. Przez 


{ -krawedz HH, przepuściwszy płaszczyznę, na- 


chyla}my/ aż spotka ieden lub kilka nowych 
> punktów , I, płassczyzna FEHI, będzię 
drugą ścianą. Tym sposobem przepiszozając: 


następnie czyzny przez krawędzie znale— 


zione f Za ończyiny ze wszech stron brył: 
, Aids: będzie wielościanem żądanym, gdyż d 
wie ‘phere maiace te same wierzchołki r 


ZADANIE T 


Twierdzenie. 


W dwóch wielościanach symetrycznych, 
sciany odpowiądaiące, i pochyłości dwóch 
ścian przyległych, są równe. (fig. 205). 

Na podstawie wspólney ABCDE, niech 
będą MiN, wierzchołki dwóch kątów bry= 
łowych FRA wielościanu, M? iN’, wierz- 
choiki odpowiadaiące wielościanu dragiegas 
podług opisania linije proste MM’, NN’, bẹ- — 
dąc prostopadłemi do płaszczyzny ABC, są 
od tey ostatniey podzielone w punktach 7%, 7, 
na dwie części równe. Obróciwszy trapez m 
M Nn, okolo mn, i położywszy na plasz- 
czyżnie m MNa, z przyczyny kątów -prostych 


. przy min, bok m M? przystanie do boku mM, 


"RN, dog N, więc gdy dwa trapezy zbiegna się 


catkiem ieden z dr ugim MN =M N. 
Niech 
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Niech P, będzie trzecim wierzchołkiem 
wielościanu wyższego, zaś P” iemu odpowia- 
daiacym w drugim, będziemy mieli także MP 
== M’P’, NP=N’*P’; więc źróykąż MNP, 
łączący trzy wierzchołki wielościanu wyższe 
go, iest równy tróykątowi M NP” łączącemu 
trzy’ wierzchotki ogpowiadaiges w wielościa— 
nie drugim. 

Jeżeli tróykąty leżąc na iedney płaszczy 
znie, składaią tę samę ścianę wielościanu, tróy- 
Katy odpowiadaiące leżąc na drugiey płaszczy= 
znie składać będą ścianę wieloboku odpowia- 
daiącą równą. Jakoż, niech będą MPN, 
NPQ, dwa tróykaty przyległe leżące na tey 
samey płaszczyznie, i troykaty MPN’, NPQ’ 
pierwszym odpowiadaiące. Kat MNP=M'NP7, 
PNQ=PNQ, złączywszy MQ, MQ, 
tróykąt un gh c rowny M’N’Q’, kat MN 
== MN Q. /Poniewaz MPNQ składa iednę 
płaszczyznę, kat MNQ=MNP+PNQ, a- 


zatém kąt M NQ==M N PP N Q’. Gdy- 


by płaszczyzny M’N’P’, PNĘ, MN Q, 
nieskładały iedney i tey samey płaszczyzny , 
złożyłyby kąt bryłowy imielibyśmy (Zad. XX, 
K.V). kąt MNQ <MWNP+-P'NQ', co 
niema mieysca; więc dwa tróykąty M N’ P’, 
PN’ Q’, są na iedney i tey samey pląsgowy=: 
znie. 

Z tąd wypada, że każda ściana bądź tróy- 
katna badź wielobokowa w iednym wielościa- 


nie, odpowiada ścianie równey w drugim, i 
> OCP y 
że 
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że dwa wielościany symetryczne są obięte tą 
samą liczbą płaszczyzn równych. 7 

Na okazanie, że pochyłość dwóch ścian 
przyległych iakichkolwiek* w iednym wielo— 
scianie symetryczńym, równa pochyłości dwóch 
ścian odpowiadaiących w drugim, niech będą 
MPN, NPQ, dwa tróykąty ułożone na wspól-- 
ney krawędzi NP, dwóch ścian przyległych ; 


sówna pochyłości płaszczyzn odpowiadaiących 
WNP’, PPN*Q' (Zad.XXIILK.V). 


ZADANIE II. 


Twierdzenie. 


Dwa pryzmata maiące kąt brytowy ob~ 
ięty trzema, płaszczyznami równemi i podo- 
bnie rozłożonemi, są równe. (fig. 200). 

Jeżeli podstawa ABCDE=abcde, ró- 
wnoległobok ABGF= abgf, BCHG= 
bchg; powiadam, że pryzmat ABCI iest 
równy pryzmatowi abci. Jakoż, dwie pod— 


stawy ABCDĘ, abcde, przeniesione na sie- 
bie iako równefzbiegną się, trzy kąty płaskie 
ABC, ABG/GBC, składaiące kąt bryio- 


wy 
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avy B, są równe trzem kątóm płaskim abc, 

abg, gbe, skiadaiącym kat Ea EN b, i po~ 

, Aobnie roziożone: więc katy bryłowe Bib, 

będąc równe, krawędź BG padnie i będzie H 
SJ» 


równa krawędzi bg;/Z przyczyny zas rowno— /© 
8 ;/Z przyczyny 


legioboków ABGF; a równych, . bok 
GE padnie,i przystanie do boku g/,/GH do 
„gh; więc gdy podstawa wyższa FAGHIK,'/e 


pryzmatu pierwszego, zbieży_sięçałkiem z pod- 
stawą wyższą fg hik, pryzmatu drugiego, z 
dwóch tych bryt zrobi się tylko iedna, po— 
nieważ będą miały te same wierzchołki. (Zad. I). 
© Wniosek. Więc dwa pryzmata proste są 
równe, ieżeli maią podstawy i wysokości ró- 
wne. 


ZADANIE Wy. 


Twierdzenie. 


W każdym równoległościanie płaszczy 
zny przeciwległe są równe i równoległe. (fig. | 
206 ). 

Gdy podług opisania tey bryły, podsta 


wy ABCD, EFGH są „równolegiobokami 
równemi, boki ADi belt dac równe i ró— Ja 


»© 


wnoległe do boków BCABF, katy DAE, 
CBF, są równe (Zad. XIII.K.V.), a płasz-- 


czyzny równoległe; „azatćm réwnolegtobok 
DAEH iest/równy i równoległy do równo- /6 
legioboku JBFG. Podobnym sposobem do 


wie- 


4, 
b 
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wiedlibysmy, że równoległoboki przeciwległe 
ABFE, DCGH, są równe i równoległe. 
Wnicsek. Ponieważ równoległościan iest 
bryłą obiętą sześciu płaszczyznami, z których 
przeciwległe są równe i równoległe, więc dwie 
Ściany iakiekolwiek przeciwległe mogą bydź 
` wzięte za podstawy réwnolegiosciana. 
Uwaga. . Maiac trzy linije proste AB, 
AE, AD, przechodzące przez punkt A, i czy— 
niące między sobą kąty dane, możemy na nich 
rybudowaé równoległościan, prowadząc przez 
ostateczny koniec każdey, płaszczyznę równo- 
(z do płaszczyzny dwóch drugich , to iest: 
przez punkt B, piaszczyznę równoległą do 
DAE; przez punkt D, równolegią do BAE; 
zaś przez E,do BAD. WWzaiemne przecięcia 
_ się tych płaszczyzn złożą równoległościan żą- 
dany. 


ZADANIE V.. Ę 


Twierdzenie. 


W każdym równoległościanie kąty bry- 
łowe przeciwległe są symetryczne, zaś prze 
kątne przechodzące przez wierzchołki tych 
kątów przecinaig się wzaiemnie na dwie czę- 
ści równe. (fig. 206). 

Porównywaiąc kąt bryłowy A, z kątem 
iemu przeciwległym G; kat płaski EAB= 
EFB=HGC, kąt DAE=DHE=CGEF, 


kąt DAB=DCB=HGF; więc trzy katy — 
a" pla 


s 


a 
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płaskie poate kat bryłow 


iest równoległobokiem; więc przekątne EC, 
AG, przetną się wzaiemnie na dwie części ro~ 
wne (Zad. XXXII. K. I). Dowiedlibysmy po~ 
dobnie że przekatne EC, DF, przetną się tak— 
ze na dwie części równe; więc 2do cztery 
przekątne przetną się wzaiemnie na dwie czę- 
sci równe w iednym punkcie, który możemy 
uważać za srzodek równolegiościanu. 


ZADANIE .VL 


Twierdzenie. 


Płaszc zyzna przechodząca przez dwie 
krawędzie równoległo - przeciwległe, dziel 
réwndlegtofcian na dwa pryzmata troy sea 
symetryczne. (fig. 207 ). 

Niech będzie płaszczyzna B DHF, prze- 
chodząca przez dwie krawędzie równoległo= 
przeciwległe BF, DH; powiadam, że ta pła— 
szczyzna dzieli równoległościan AG, na dwa 
pryzmata tróykątne ADBEHF,DBCHFG 


symetryczne; poniewśż tróykąty ADB, EHF, 


maiące boki równe i równoległe są równe, a 


8C18= 
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,G, są symetryczne (Zad. XXIII.K.V). 2do 
ie uściwszy przekatne EC, AG, EA 
-wierschoTkr przeciwległe: ponieważ linija A E; 

iest równoległa i równą CG, figura AEG C, 
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ściany bokowe ABFE, ADHE, DBFH, 
są rownolegiobokami; więc bryła ADB EHF, 


iest pryzmatem: toż bry— 

y ady DBCIIEOG. [e te bryły są symetryczne- 
mi, na podstawi ADB tudis eae 
BEHE Podług zadania II. plaszczyzny AB 

”E=ĄBFE, ADHPE—=ADHE;. poró- , 

- wnawszy pryzmat DBCHFG; z pryzmatem ~ 
ADBE’H’F’, podstawa HF G—ADB; ró- > 
wnolegtobok GHDC =FEAB=BAE’P’; 

i równoległobok GFBC=HEAD=DAE'H, 
więc trzy płaszczyzny składaiace kąt bryło- 

f wy G, w pryzmacie DBCHFG,fbedac ró- 

„wne trzem płaszczyznom składaiącfm kat br 

łowy A, w pryzmacie ADBE WT; nadto 
podobnie rozłożone, dwa te pryzmata są ró- 
wne (Zad. III). Lecz ieden ane ADBE le Bae o 
iest symetryczny zm i ; 

więć drugi DBCHEFG iest także symetry~ 
szny ADBEHF. a PNY 6 suck Ą 


ZADANIE VIL 


„Twierdzenie. przybrane. 


Jeżeli pryzmat (lig. 201 
cięty płaszczyznami rown legiemi, 
PQRN,ST VX YS, są wielobokałni równemi. 
Ponieważ boki NO, ST, będąc przecięciami 


$ dwóch 
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dwóch płaszczyzn równoległych -przez płasz= 

czyznę trzecią ABGF są równoległe, nadto 

obięte między równoległemi krawędziami AF, 

„BG, pryzmatu; więc NO=ST. Dla po- 

dobnćy przyczyny bokiOP, PQ, QR, RN, 

są równe bokom odpowiadaiacym TV, VX, 

XY, YS. Nadto boki te sa xownolegte, VX BU 
ty NOP, OPQ it. a, fpierwszey części: 

5 daiącym STV, 


cątom odpowia 


Z ciey; zatem/dwie czę- 
§ sci NOPQRN, STVXYS, sa wieloboka- 


mi równemi. 
Wniosek. Każda część pryzmatu iest ró- 


wna_podsiąyie, skoro odcięta równolegle do 
po stawy, 


ZADANIE VIIL 


Twierdzenie. 


Dwa pryzmata tróykąlne symetryczne 

' gna które rozkłada się réwnolegtoscian, są 
af równe ws tuiące. (fig. 208 ). 

iech będą dwa pryzmata tróykątne sy= 

metryczne ABDEFH, BDCFHG, na któ- 

re rozłożył się równoległościan AG; powia- 

dam, ze te dwa pryzmata tróykątne symetry— 

czne są równo - wartuiące. 

„Przez wierzchoiki B i F, poprowadzmy 
płaszczyzny Badc, Fehg, prostopadie do 
krawędzi F B, spotykaiące z iedney strony w 
a, d, c; zdrugiew w e, h, g, trzy drugie 

: kra- 
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krawędzie EA/ HD, GC, tego samego ró- 
wnoległościanu” fCzęści Badc, Fehg, są 
ró noległoboka równemi, ponieważ odcię- 

jA s płaszozyznami prostopadłemi do tey samey 
li 


ij prostey , azatém równoległe ad; VII.); 
zaś dwa boki przeciwległe tey części 
a B, dc, są-przeeięciami dwóch "Tacy 
równoległych ABFE, DCGH, przez = sa— 
mę eae Dla dobne 

z 3 a 1 k 


poniewaz cza BF, jest prostopadłą do 
podstawy Badc. 

To założywszy, ieżeli płaszczyzną BF 
HD, podzielimy pryzmat prosty Bh, na dwa 
pryzmata tróykątne proste aBdeFh, Bdc 
Fhg; powiadam, że pryzmat tróykątny po- 
chyiy ABDEFH, będzie równo - wartuiacy 
pryzmatowi tróykątnemi prostemu a B d eF h. 

akoż te dwa pryzmata maiąc = 
it » ną ABDź/eF, dosyć iest okazać, że części 
pozostałe, to te bryły BGADA, FeEHA, 

są rowno-wartuiace między soba. 

Z przyczyny równoległoboków ABFE, 
aBFe, boki AE, ae, będąc równe bokowi 
do nich równolegiemu BF, sa równe między 
soba; więc odiąwszy część wspólną Ae, po- 
zostanie Aa=Ee. Podobnie dowiedziemy że 
Dd=H A. 


Te- 
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| Teraz aby mokoj oe Aw 
brył BaADd, FeEHAs położywszy pod- 


"stawę F eh, na podstawie równey Bad, punkt 
e, padnie na punkt a, punkt h, na d, i bo- 
ki Ee, Hh, padną na boki im równe Aa, 
Dd, ponieważ są prostopadłemi do tey sa- 
mey płaszczyzny Bad. Więc te dwie bry— 
A iy 
a 


zbkiegną się całkiem iedna z drugą. Do- 
wszy do części wspólney ABDA<F, bry— 
te BaADd, będziemy mieli pryzmat troy- 
kątny prosty; do tey samey części wspólney 
ABDź/eF, dodawszy bryłę FeEEHh=Ba 
ADd, otrzymamy pryzmat troykatny pochy= 
+ Ay; więc pryzmat pochyły ABDEFH, iest 
iji mo — wartniąc zmatowj prostemu aB 
deFh. Dowiedlibysmy podobnym sposobem, 
że pryzmat pochyły D B CHF G ffest rowno- 
rartuiący pryzmatowi prostemh dBchF g. 
Lecz dwa pryzmata proste aBdeFh,-dBch 
Fg, są równe, maiące tę same wysokość BF, 
i podstawy aBd, dBc równe, iako będące 
połowami tego samego równoległoboku (Zad. 
ILL Wnios). Azatém dwa pryzmata tróykatne 
ABDEFH, DBCHFG, równo- wartuiące 
pryzmatom równym, są równo-wartuiące mię- 

dzy sobą. 
Wniosek I. Każdy pryzmat tróykatny 
ABDEFH, iest połową równoległościanu 
AG, zbudowanego na tym samym kącie bry— 
łowym A, ztemi samemi krawędziami AB, 
AD 2 AB, 
HF nię- 
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Mp Fniosek II. Każdy równoległościan po- 
chyly ‘ABCDEFGH, może bydź zamienio- 
ny na równolegiościan pr sty aBcdeF gh. 


ZADANIE IX, 


Twierdzenie. 


Dwa równoległościany maiące podstawę 
wspólią, a których podstawy wyższe leżą 
ma tey samey ptaszczyznie, i między temi 
samemi równoległemi, są równo- wartuiące, 
(fig. 209 ). 

Niech będą dwa równoległościany AG, 
AL,‘ maiące podstawę wspólną ABCD, a 
których podstawy wyższe EFG H, IKLM, 
leżą na tey samey płaszczyznie; między temi 
samemi równolegiemi KK, HL; powiadam, 
że te dwa równoległościany będą równo=war- 
tuiące. PA, 

Mogą. tu bydź trzy przypadki podług tc- 
igo; iak EI>EF, EI=EF, albo EI<CEFP, 

hi lecz dowodzenie bedac to samona każdy pr Az 
"zadek, powiadam naprzod: że pryzmat tróy- 
| katny ETET M, iest równy pryzmatowi 
tréykatnemu BT K CGL. 

Jakoż tréykat AEI=BFK, ponieważ 
katy A i B, są równe iako maiące boki ró- 
wnolegie, nadto bok AE=BF, AI=BK, 
więc dwa troykaty EAI, FBK, przystaną 
do siebie (Zad. VI. K.I). Równolegioboki AD 

' HE, BCGF, iako przeciwległe w tym sa- 


ea mym 
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mym równoległościanie są równe; dla podo- ` 
bney pezyósyny równolegiobok ADMI=B C 

> kat D A ac obict 
trzema gcianami rownemi trzém_gcianom o= 


beyiuiac 


caley ae 4 BCDE KL H , pryzmat AEM, 

pozostanie równoległościan AIL; od tey sa— 

mey bryły. ABC DEK LH, odiawszy pryz— 

mat BF L=AEM, pozostanie równoległo— 

ścian AEG; azatém dwa réwnolegtosciany 

Al L, AEG, są równo- wartuiące. 7 
nioseb. Jeżeli eli. przypużćm my Że krawędź [fens 

Pay iest prostopadłą do pidszczyzny AIK B, 

równoległościaa ABCDIKLM będzie pro- 

sty ; ieżeli nadto EA, iest prostopadią_do pia- 

szczyzny ABCD, réwnolegt ścian ABCDE 

FGH, będzie prostokątny. Więc każdy ró- Ą 

wnoległościan prosty może”bydź zamieniony 

na równoległościan prostokątny równo — war - 


tuiący tey samey podstawy i wysokości. 
ZADANIE X. 
Twierdzenie. 
Dwa równoległościany tey samey pod- 
stawy i wysokości są równo - wartuiące. 
Niech ABC D (fig.210.), będzie wspól- 
ną podstawą dwóch równolegiościanów AG, 


AL, których podstawy wyższe LALM, EFGH, 
dla. 
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/. dla wspólne wysokości leżą na tey samey pła- 
a szczyznie. Gdy boki EE, AB, IK, są ro- 
wue i rówhoległe, bok EF, iest równy iró—— 
wnotegty do TR: dla | podobney przyczyny bok 
ównoległy=lo LK. Prze- 
dłużywszy boki PE, GH, iako też KL, I M, 
tak, ażeby przeciąwszy się ziożyiy rówńoló- 
globok NOPQ, widoczną iest ze ten. ostatni 
będzie równy tak podstawie EF GH, iako też 
IKLM. Wystawiwszy teraz trzeci równo- 
legtoscian maiący podstawę niższą ABCD, 
zaś wyższą NOPQ, ten będzie równo - war- 
RA równoległościanom AGiAL (Zad. IX); 


dyż maiąc tę_sa odstawe nizszi ¿sze 


ezac na tey samey piaszczyzni ię 
wnolegiemi GQ, FN, IQ, KP; więc dwa 
równoległościany / , AL, maiące tę same 
podstawe 1 wy sokość są rów no~ wartuiace. fi 
JFntosek. Jeżeli przypuścimy że kr awędź 
IA, iest prostopadią do płaszczyzny ABCD, 
rownolegioscian ABCDIKLM będzie pro- 
stym, Więc równoległościan pochyty ABCD 


EFGH, może bydź: zamieniony na réwnole- 
Se vj PERRY ley samey podstawy i wyso- 


i mG aga. Podług wniosku zadania IX, ró- 
G| wn ległościan prosty może bydź zamieniony 
na rów nolegiościan prostokątny „tey samey pod- 
stawy i wysokości; pudlug zaś wniosku po-. 
Pizedzalącego każdy równoległościan pochy— 
Je 0488 : ty 
s | ` 3 
£ : 
sae 
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žy może bydź zamieniony na równoległościan 
prostokątny tey samey wysokości i podstawy 
równo — wartuiącey. 


ZADANIE XI 


Twierdzenie. 


Dwa równeległofciany prostokątne tey 
samey podstawy, są iak wysokości. ( fig. 212). 

Niech będą dwa równoległościany pro- 
stokątne AG, AL, tey samey podstawy: AB 
CD; powiadam, iż są iak wysokości AE,AL 

Przypuśćmy naprzód, że wysokości A E, 
AT, będąc współmierne są iak dwie liczby 
caikie, naprzykład iak 15 iest do 8. Podzie— 
liwszy Alina 15 części równych, AI obey- 
mować ich będzie 8; przez punkta podziału 
x, Y, Z, it d. peprowadziwszy płaszczyzny 
równoległe do podstawy, te podzielą bryłę 
AG na 15 równoległościanów cząstkowych ró- 
wnych między soba, iako maiacych podstawy 
i wysokości równe; podstawy równe, ponie- 
waż wszyskie przecięcia w pryzmacić np. ME 
KŁ, równoległe do podstawy ABCD, są 
równe podstawie (Zad.VII.); wysokości ró- 
wne, gdyż te są podziałami samemi Ax, xy; 
xz, it.d. Z tych 15 rownoległościanów ró- 
wnych, 8 zamyka się w AL; więc bryła AG, 
iest do bryły AL, iak 15 do 8, czyh w ogól-- 
ności iak wysokość AE, do wysokości A I. 


/ leży powtórce, że wysokości AH, Al 
> są 
af > / 
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mieli nowy równoległościan 
, podstawę ABCD, sire (foka -A m; 
będąc współmierną z wysokością AE równo- 
ległościanu AG, mamy proporcyą 
i brył. AG : brył AP :: AE : Am 
łecz z przypuszczenia } 
brył. AG : brył. AL.:: AE : AO, 
skoro w tych dwóch proporcyach poprzedniki 
SĄ równe, następniki żiożą proporcyą 
brył. AP : brył. AL :: Am: AO. 


Gdy równoległościan AP >AŁ, potrzeba- 
by. Am>AQ; lecz przeciwnie Neer orm 
| azatćm té*proporcya iest fałszywą: aże wy- . 
padła z dwóch proporcyy poprzedzaiących, 2 | 
których pierwsza została dowiedzioną , druga 
, koniecznie fałszywą bydź musi. Wyięc równo- 
łegiościan AG, niemoże bydź do.równoległo- 
ściana AL, iak wysokość AE, do wysokości 

4 
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. aie 
większey od AI, więc czwarty wy) równy 
Al, Dowiediibyśmy my podobnym sposobem, ze 
czwarty wyraz tey proporcyi niemoże bydź 
mnieyszy oc więc iest TOW . Zzam 
(Sm 1aRIKOTWIGK "Będzie STORM awo Wý so- 
kości, dwa równolegiościany tey samey pod- 


stawy są iak wysokości, to ięst: 
Sk AG : brył. ARAE : Al. 


ZADAN 4 E -XIL 
Twierdzenie. 


Dwa równoległościany prostokątne teg 
samey wysokości, są iak podstawy. (fig. 215 ) 

Jeżeli dwa równoległościany prostokątne 
AG, AK, maią tę same wysokość AE, po- 
wiadańź że są między sobą iak podstawy 
ABCD, À MNO. 

Umieściwszy dwie bryły iednę przy dru+ 
giey iak figura pokazuie, przediużmy płasz- 
czyznę ONKL az -do przecięcia się z płasz= 
czyzną DC GH wkierunku PQ, otrzymamy 
trzeci równoległościan AQ, mogący się po- 
równać z równoległościanami AG,A 

Dwie bryły AG, AQ, maiące tę samę 
podstawę AEH D, są jak wysokości AB, AO; 
podobnie dwie bryły AQ, AK, maiące tę 
same podstawę AO LB, są iak w ysokości AD, 
AM. Wiec będziemy mieli dic proporcye 

brył. AG : brył. AQ:: AB: AO : 

bryi. AQ : 205 AK :: AD : AM. 
BZ Mno» 
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Mnożłąc te dwie proporcye porządkiem, i 
wymazuiąc w wypatku wspólnego czynnika 
brył. AQ, otrzymamy š 

brył.AG:brył.AK::AB x AD:AO x AM. 
Lecz AB x AD wyraża podstawę ABCD, 
zas AO X AM podstawę AMNO, więc 

brył. AG: brył AK:: ABCD: AMNO. 
Azatem dwa równoległościany prostokątne tey 
samey wysokości są iak podstawy. - 


ZADANIE XIIL, 


. Twierdzenie. 


, Dwa równoległościany prostokątne ia- 
kickolwiek, są między sobą, iak wieloczyny 
z podstaw przez wysokości, albo iak wielo- 
czyńy z ich irzechfrozmiarów. (fig. 215 J 
Umieściwszy” dwie bryły AG, AZ tak, 
ażeby ich powierzchnie miały kąt wspólny BAL, 
przedłużmy płaszczyzny potrzebne dla złoże- 
nia trzeciego równolegiościanu AK, tey sa- 
mey wysokości z równoległościanem A G. Po- 
dług zadania poprzedzaiącego będziemy mieli 


bryt. AG:bryt. AK::ABCD:AMNO. 


* Lecz dwa równoległościany AK, AZ, maią- 


ce tę same podstawę AM NO, są iak wyso- 
kości AE, AX; więc 
brył AK: bryt. AZ ::AE : AX. 
Mnożąc porządkiem te dwie proporcye, i wy- 
mazuiąc w wypadku wspólnego czynnika bryt. 
AK, otrzymamy Ô 
brył. 
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dryl.AG: brył, AZ::ABCD x EA: AMNO x AX, 

Na mieyscu podstaw ABCD, AMNO, 
położywszy AB xX AD i AO x AM, będzie 
my mieli 

ory? AG: brył. AZ :: ABX ADX AE 
AOX A M x AX. 

Więc dwa równoległościany prostokątne 
iakiekolwiek, są iak wieloczyny z ich trzech 
rozmiarów. 

Uwaga. Z poprzedzaiącey proporcyi na~ 

—.stępuiącewypada równanie 
brył. AG AB XAD x AE. 


brył, AZ AOX AMX AX. 


ee składaiący pierwszą „stronę wyraża 


/blicabe razy, którą równoległoż ian rostokat— 


czbę razy odkryie nam dru- 

ga strona, gdy wyrazimy w liczbach, za po+ 
mocą iakieykolwiek iednosthi linijowey, war— 
tość krawędzi AB, AD, AE, iednego ró- 
wnoległościanu, i AO, AM, AX. krawędzi 
drugiego, szukaiąc „nas' ępnie iak wiele razy 
liczba oderwana wyradaiaca wieloczyn AB X. 
AD x AE, zamykać będzie liczbę oderwana . 
wyrażaiącą wieloczyn AO X AMX AX. Je- 
żeli np. AB = 5 iednostek linijowych, AD =4, 
AE=6; AO=3, AM= 3; AX=5, bę- 
dziemy mieli 

AB x AD X AE = 120 

AO XAM XAX= 45, wigo 


bryt, 
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fi 


wie.) DĄB == 


dry. AG 15.320008 2 

ZAWOR AR: Gee 4 
to iest: że równolęgłościan AG; składać się 
będzie z dwa razy wziętego równoległościanu 
AZ, nadto dwie trzecie tegoż samego rowno- 
ległoscianu. i 

Lecz bryła mierzyć się powinna iedno- 
stką tego samego gatunku, na ten, koniec bie- 
rze się sześcian kubiczny. Przypuściwszy za- 
'«óm że bryła AZ będzie tym sześcianem, bę- 
dziemy mieli s ; 

AO = AM = AX. 
Biorąc razem krawędź AO sześcianu, za ie~ 
dnostkę linijową, otrzymamy 
AO4AMXAX=1 | 

Więc znalazłszy/ liczbę razy którą każda z 
krawędzi AB, , AE równoległościanu AG, 
którego chcemy mierzyć zamyka iednostkę AO, 
będziemy mieli 

brył. AG = ABXADXAE, 

brył. AZ 


‘ Pierwsza strona /oznaczaiąc rzetelnie li- 

zbę raz órą_ rów ościan AG zamy- 
ka jednostkę swoiego gatunku, będzie wyra- 
zeniem miary liczebney tego równoległościa- 
mu, więc wyraziwszy dla skrócenia to wyra- 
„żenie przez brył. AG, będziemy mieli 

bryt AG=AB XAD x AE. 
T w tym to razie można tylko mówić: że ró 
wnolegtoscian prostokątny ma za miarę ww- 
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V idzieliśmy Sata: (Zad. IV. K I, Uyię- 
ga), że wyrażenie AB X AD, iest miarą pod- 
stawy ABCD równoległościanu, więc będzie- 
my mieli 

. brył. AG= podstawie ABCD x AE. 

Z kad widzimy ieszcze, Że równoległościan 
prostokątny test równy wieloczynowi z pod- 
stawy przez wysokość. 

Wielkość bryły, iey obiętość czyli iey 
rozciągłość stanowi to, co nazywamy iey bry- 
łowatością, a wyraz dbryłowatość, używa się 
'szczególniey na oznaczenie miary pewney bry- 
"ły: więc mówić będziemy, bryłowatość TOW 
noległościanu prostokątnego iest równa wie- 
loczynowi z podstawy przez wygokołą, albo 
wieloczynowi z trzech iego 
+, Jeżeli w sześcianie eska krawędź 
oznaczymy przez 1, 2,5, it. d. bryłowatość 
wyrazi się przez 3 X EX Oe WGA 
=8;5X5X5=527 it.d. Ztąd widzimy dla 
czego w Arytmetyce nazwaliśmy szefcianem 
wieloczyn, wypadaiący z rozmnożenia trzech 
czymmików równych. (Art.$.122 ). 


ZADANIE XIV. 


Twierdzenie. 


Brytowatość równoległościanu, i oai 
at no~ 
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wości bryłowatość iakiegokolwie! pryzmatu, 
iest równa wieloczynowt z podstawy przez 
wysokose. 7 
Ponieważ 1mo równoległościan iakikol-- 
+ wiek iest równo - wartuiący równoległościano= - 
, wi prostokątnemu tey samey wysokości i pod- 
"Tstawy równo- wartuiącey (Zad. X. Uwaga). 
Bryiowatość zaś tego ostatniego iest równa 
iego podstawie mnożoney przez wysokość, a 
zatem bryłowatość pierwszego jest równa wie- ` 
loczynowi z podstawy przez wysokość. | 
2do Każdy pryzmat czyli graniastosłup 
tróykątny iest polową równolegiościanu ma- 
iącego tę samę wysokość i dwa razy większą 
podstawę (Zad. VIII). Bryłowatość zaś tego 
ostatniego równa iego podstawie mnożoney 
przez wysokość; więc bryłowatość pryzmatu 
troykatnego iest równa wieloczynowi z iego 
podstawy (połowy podstawy równolegiośa- 
nu) mnożoney przez wysokość. 

Słio Pryzmat iakikolwiek, może bydz 
podzielony na tyle pryzmatów tróykątnych tey 
samey wysokości, ile można złożyć tróyka- 
tów w wieloboku służącym za podstawę. Lecz 
bryłowatość każdego pryzmatu tróykątnego 
iest równa iego podstawie mnożoney przez 
wysokość, i gdy wysokość iest ta sama dla * 
wszystkich; więc summa wszystkich pryzma— ’ 
tów cząstkowych, będzie równa summie wszy- 
stkich tróykątów służących za podstawy, mno— 
żoney przez wysokość wspólną. AE 

Q= 
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łowatość iakiegokolwiek pryzmatu wielokat- 

nego, iest równa wieloczynowi ziego podsta- 

wy przez wysokość. 

Wniosek. Wyraziwszy przez P, p, bry- 

łowatość dwóch pryzmatów ; przez H, %, wy- 

sokosei, przez B, b, podstawy , będziemy mie- 
eh P=HXB, p=hXb; zkąd nam wypa= 

da następuiąca proporcya: 

; Pepe ss BIWAK 0 
Jeżeli podstawy są równe będziemy mieli 


Sopp res Th: 
Jeżeli wysokości są równe otrzymamy 
wp Re EB 2B 


Więc pryzmata tey samey podstawy są 
iak wysokości, tey zaś samey wysokości, iak 
podstawy. 


żę”! ZADANIE XV. 


Twierdzenie przybrane. 


Jeżeli piramida czyli estrósłup SABC 
DE, iest przeciętgjprzez płaszczyznę abcde f Si 
równolegtą do paddstawy. (fig.214 ). 

imo Krawędzie SA,SB,SC,SD, SE, 
i wysokość SOQ, są pocięte proporcyonalnie 
"Pe adj b endy epo: d ; 

2dofOdcigcie abcde, iest wielobokie 
podobnym do podstawy ABCDE. -> 

Ponieważ 1mo płaszczyzny ABCDE, 
abcde, są do ebiępównolglaz ich prże- 
cięcia AB, ab, przez płaszczyznę «trzecią 

=, 4 3 
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czyńy dróykatów. podobnych kaj S 
0, ay OA AB: ab :: 


a 
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SAB, są także równolegľęmi (Zad.X.K.V.); 
więc tróykąty SAB, Sab, będąc podobne, 
daia proporcyą następuiącą 

| SAp Sasi) SB Sb * 
będziemy mieli także 

SB s uS De S01: 5805314670; 

więc wszystkie krawędzie SA, SB, $Cit.d., 
są pocięte proporcyonalnie w punktach g, b, 
c, it.d. Wysokość SO, iest cia tey 
samey proporcyi w punkcie o ;fponiewć BO 
będąc równoległą do bo, thoykaty SBO, 


Sbo daia proporcyą 
80 : 80:: SB 3785. 


Ponieważ 2do linija ab iest równoległą 
do AB, be do BC, ed do CD,it.d. onal 
“ABO, bcd SBROD it. d:; wry fe rzy 
b, ma- 


z przyczyny zaś tróykątów po Ba) SBC, 
Soc, mamy sk 

BC : bc »: SB: Sb, z tąd 

AB < a0 5630 3-he; È 
będziemy mieli także ; 

BO: be’: aC Daat d 
Więc wieloboki ABCDE, abcde, maiące 
kąty równe i boki ddpowzadatącą Próporojo= 
nalne, są podobne. ` 

Wniosek. Niech będą SABCDE, SXYZ 


' dwie piramidy maiące wierzchołek wspólny, 


ite same wysokość, czyli których podstawy 


- łeżą ną tey samey płaszczyznie; ieżeli te pi- 


ra- 
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ramidy przetniemy ta samą płaszczyzną ró- 
wnolegia do płaszczyzny podstaw , powiadam, 
Pa abcde, xyz, będą między sobą 
idk podstawy ABCDE, XYZ. 
Ponieważ dla podobieństwa wieloboków 
ABCDE, abcde, ich powierzchnie są iak 


kwadraty z boków odpowiadaiących AB, ab 


(Zad. XXVILK.EII.); lecz 
AB nab :: SA : Sa, więc 
ABCDE :“abcde :: SA? + Sa’. 
dla tey samey przyczyny 
id, | XYZ: xyz :: SX? AC 
Gdy abcxyz iest iedną i tą samą płaszczyz- 
ną, więc SA : Sa.:: SX :: Sx ztąd 


ABQDE: abcde :: XYZ: xyz; 
azatém/dwa odgjecia abcde, xyz, są mię- 
dzy søką iak podstawy. ABCDE, XYZ. 

} *% 


ZADANIE XVL 
Twierdzenie, przybrane. 


Bryłowatość każdey piramidy tróykąt- 
ney, iest większa od czwariey części wielo 
czynu z podstawy przez wysokość, a mniey~ 
sza od połowy tego wieloczynu. (fig. 215 ). 

Niech będzie SABC piramida tróykąt- 
na, którey S wierzchołkiem, ABC podsta- 
wą; ieżeli podzielimf krawędzie SA, SB, SC, 
AB, AC, BC, na dwie części równe w punk- 
tach D, E, F, G, H, I, i przez te punkta 
poprowadzimy linije DE, EF, DE s EG, 

5 H; 
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FH, EI, GI, GH; powiadam, że E 
SABC składić ć się będzie z dwóch ak se 


AGHFED, EGICFH, równo-wartui 
cych ;' ae piramid SDEF, EGBIr 


wnych 


wykreślenia El równole łą 
i S; więc figura ADEG iest 
równoległobokiem. Dla tey samey przyczy- 
ny iest réwnolegtobokiom figura ADFH; a- 
gatem trzy Jinije_ roste AD, GE, HF hef 
dav równe i równoległe, bryła AGHFDE_ 
~ isät ryzmatem (Zad. XIV. K. TEGA Dowiodi- 
szy podobnym sposobem że bryła EGICFH 
iest także pryzmatem, powiadam, że dwa te 
pryzmata troykatne są równo — wartuiące. 
; Jakoż icżeli na krawędziach. GI, GE, 
GH, zbuduiemy równolegiościan GX, pryz- 
mat tróykątny GEICFH iest połową tego 
równoległościanu ( Zad. VIIL), z drugiey stro- 
ny pryzmat AGHFDE iest równy połowie 
równolegiościanu GX (Zad. XIV.), ponieważ 
maiąc te samę wysokość , tróykąt AG H pod- 
stawa pryzmatu, iest połową równoległobo- 
ku GICH (Zad. Ii. K.Iif), podstawy równo- , 
ległościanu. Wi ięc dwa pryzmata E GICFH, 
AGHEDF są równo -wartuiące. 

-Te_dwa_pryzmata odięte od całey pira- 
mi zostana dwie piramidy 
EF, EGBI równe. . 

Gdy BE=SE, BG=AG=—DE,EG 
7=AD=SD, więc tróykąt BEG =ESD. 
Dla podobney przyczyny tróykat B PO 

nad- 
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nadto pochyłość płaszczyzn BEG, BEI, iest 
równa pochyłości płaszczyzn ESD, ESF, 
ponieważ BEG leży na iedney płaszczyznie 
z ESD, podobnie iak BEI z ESF. Prze- 
riosłszy piramidę EGBE, na piramidę $D 
EF, tróykat E BG przystanie do SDE, pła- 
szczyzna BEI padnie na płaszczyznę ESF, 
a ponieważ tróykaty EBI, SEF są równe i 
podobnie rozłożone, punkt I padnie na punkt 
F,i dwie piramidy SDEF, EGBI, zbie- 
gna się całkiem iedna z drugą. Więc cała pi- 
ramida SABC składa się z dwóch pryzma- 
tow tróykatnych AGF, GIF, równo- war- 
tuiacych, i dwóch piramid SDEF, EGBI 
równych. 

Azatćm 17mo ieżeli z wierzchołka S, spu- 
ścimy na płaszczyznę A BC prostopadła SO, 
przecinaiaca płaszczyznę DEF równoległą do 
ABC w punkcie P; ponieważ SD = iSA, 
SP={S0 (Zad.XV.); tróykąt zaś DE E= 
I ABC: więc bryłowatość pryzmatu AGHF 
DE=43ABC x 480, bryłowatość zaś dwóch 
pryzmatow AGHFDE, EGICFH razem 
wziętych =4ABC X SO. Dwa te pryzina- 
ta są mnieysze od catey piramidy SABC, po- 
nieważ w niey są zamknięte; azatém bryło- 
wateść piramidy tróykątney iest większa od 
czwariey części wieloczynu z podstawy przez 
wysokość. 

Nakoniec, ieżeli poprowadzimy linije pro— 
ste DG, DH, będziemy mieli nową pirami- 

; dę 
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de ADGH=SDEF; gdyż ułożywszy pod- 
stawę DEF, na podstawie równey AGH, 
aty SDE, SDF, bedac równe kątóm DAG 

DAB, linj: ) padnie na A, 
K.V.), i wierzchołek S, na wierzchołek D. 

Piramida A D GH iest mnieyszą_ od pryzma- 
tu AGHDEF; ponieważ w nim iest zam- 
kniętą; azatém każda z piramid SDEF, EG: 
BI, będąc mnieysza od pryzmatu AGH DEF, 
cała piramida SABC skiadaiaca się z dwóc 

piramid i dwóch pryzmatów , iest mnieyszą od 
czterech pryzmatów. - Aże bryłowatość iedne- 
go pryzmatu =ZABCX SO, bryłowatość 
cztery razy wzięta =Z3ABCX SO. Więc 
bryłowatość całey piramidy tróykątney iest | 
mnieysza od połowy wieloczynu z podstawy 
przez wysokość. | 


ZADANIE XVIL 
Twierdzenie.. 

Bryłowatość piramidy tróykątney iest 
równa trzeciey części, wieloczynu z podstawy 

przez wysokość. (fig. 215 ). 
- Niech będzie SA BC. piramida tróykątna 
jakakolwiek, którey podstawa ABC, wyso- 
kość SO.; powiadam, że będziemy mieli. 
bryt. SABC=3ABC x SO,alboSO >< 5 ABC. 
. — Jakoż, ieżeli przypuscimy że bryłowa— 
„tość piramidy SABC, nie iest równa SOX 
3ABC, potrzeba aby tey piramidy brylowa- 

i tese 
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tość była równa: wieloczynowi z SO przez 
ilość większą albo mnieysza od 3ABC, pray- 
puśćmy naprzód że mamy 

brył. SABC=SOx(3ABC--M).. 
M, wyrażać będzie pewną powierzchnię. 

-Poprowadziwszy przez punkt D, srzodek 
krawędzi SA, płaszczyznę DEF równoległa 
do podstawy ABC; piramida SAB C podzie- 
li się na dwie piramidy równe SDFE, EG 
Bi, i na dwa pryzmata równo- wartuiące 

1 p p: Ti M 7 

AGHDEF, EGIFHC (Zad.XVI) PO, j 


będąć wysokością pierwszego z tych pryzma- ga 


tow, mam Siege f 
TD LEP O x DEF 
więc summa dwóch pryzmatów to iest: 
2AGHDEF=2P0 x DEF albo SO x DEF 
» /_ Jeżeli odejmiemy wartość summy dwóch 
pryzmatów, od wartości całey piramidy SA 
BC, reszta wyrażać będzie wartoss dwóch 
piramid SDEF, EGBI, to iest: 
35DEF=SOx(3ABC—DEF+-M) - 
gdy ABC=4DEF więc 
2ABC—DEF=4DEF — $} DEF = j DEF 
co podstawiwszy otrzymamy 
$SDEF==SOx(5DEF+-M), 
ponieważ 3 SO==SP, bierąc połowę z obu 
stron znaydziemy 
bryt. SDEF=SPx(3DEF+ M). 
Zkąd widzimy, ze dla otrzymania bryłowato= 
Sci piramidy SDE'F, potrzeba mnożyć wy= 
` sokość, przez trrecią część podstawy , powięk= 
SzO= . 
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szoney tą samą powierzchnią M, którąśmy po- + 
większyli trzecią ee podstawy piramidy po- 
przedzaiacey SABC 

Przez punkt” K, , srzodek krawędzi SD, 


* poprowadziwszy. plaszezyzne KLM równo- 


ległą do DEF, przecinaiąca SP w punkcie 
Q. Piramidę SDEF roziożymy na dwa 
pryzmata tróykątne równo ~= wartuiące yl dwie 
piramidy równe; a rozumuiąc iak wyżey, znay- 
dziemy na wyrażenie iedney z tych piramid, 
którey wysokość SQ 

brył. SKLM=SQX (3KLM+M),. 


M, będąc zawsze ta sama powierzchnią, któ- 


` rąśmy dodali do trzeciey części podstaw dwóch 


piramid poprzedzających SDEF, SABC. 
Skiadaiac tym sposobem piramidy, iż każ- 
dey następuiącey podstawa będzie czwarta 
częścią podstawy piramidy poprzedzaigcey , 
muerte do piramidy z podstawą tak ma- 
da iak sami będziemy chcieli. Niech np: w pi- 
ramidzie wyrażoney przez 
brył, Sabe = Sox (Za bog 
zabc--M >gabc, to iest: że t 
M>2 abe, co zawsze bydź może. 
W tym przypadku mielibyśmy 
Sox<(tabe+M)>Sox abe 
Azatém brył. Sabe >Sox<Zabc, co bydź 
niemoze, dowiedlismy bowiem w Zadaniu po- 
praedzaiacém, że bryłowatość piramidy tréy- ` 
katney iest mnieysza od polowy wieloczynu z ` 
podstawy przez wysokość; azatem piramida 


SABC 


http://rcin.org.pl 


SABC niemoże bydź równą wieloczynowi z 
wysokości SO, przez.ilość większą od trzeciey 
części podstawy. 
Przypuśćmy powtóre: ze 
Bryt. SABC=SOx(3ABC—M), 
będzieniy mieli iak w przypadku poprzedza 
iącym na wyrażenie dwóch pierwszych pryz- 
matów rowno — wartuiących AGHDEF, EG 
IFHC, 
2AGHDEF=SO x DEF. 
Odiawszy ten wypadek od it errata zi 
uważaiąc Że ; 
- ABC=4DEF, 
wykonywałąc te same uproszczenia iak wyżey 
- znaydziemy 
25DEF=SOx(;DEF—M) 
a z tad 
SDEF=SP <(}DEF —M). 
Składaiąc następnie iak w przypadku poprze~ 
dzaiącym-piramidy, te wszystkie będą miały 
na wyrażenie wieloczyn z ich wysokości przez 
trzecią część podstawy zmnieyszoney tą samą ~ 
powierzchnią M. Iłości zaś 4ABC, DEF, 
4K LM, abc, co raz umnieyszaiąc się, stać 
sig mogą mnieysze od powierzchni M, która, 
albo zamknie się między dwiema ilościami tuż 
po sobie następuiącemi, albo iedney stanie się 
równą. Przypuśćmy np. że M, będzie zam- 
kniętą perai zabć, i powierzchnię tuż na~ 
stępuiącą 4. zabe, albo 34 how tak. że bę= 
dziemy mieli gabe * M, z zaś zł I abc < M; co 
_ się 
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się tycze pierwezey nierówności będziemy mo- 
liodjąć Mod X abc, co zaś do drugiey, o- 
Udy niafcy a 
tabec—M< sabe ii abc czyli 
saban a abc azatém 
Sox(3abc —M) < So X jabc, to iest że 
Bryt. Sabc< Sox abe, co bydż niemoże 
' (Zad. XVI). 

Przypuściwszy M = ł abc, wyrażenie 
bryłowatości piramidy Sabe, to iest: Sox 
(zabc— M) stanie się zerem, co iest także 
niepodobieństwem. 

Więc gdy bryłowatość piramidy SABC 
niemoże bydź równą wieloczynowi z wysoko- 
ści SO, przez ilość mnieysza lub większą od 
trzeciey części podstawy ABC, azatóm 
Bryt. SABC = SO xZABC albo =3SOxABC. 

Wniosek I. Każda piramida tróykątna, 
‘Jest trzecią częścią pryzmatu tróykatnego tey: 
samey podstawy i wysokości. 

Wniosek If. Wyraziwszy przez P, p, 
bryłowatość dwóch piramid, przez H, 4, wy- 
sokości , przez B, b, podstawy, będziemy mie- 
i PIH xB, p=zh =D, zkąd nam: yy- 
pada proporcya 

"Prp::zH x B:zhB, albo 

PSP SIŁ X Bon AB 

Jeżeli H=A, otrzymamy 


RÓ DOSŁ 10, 
Jeżeli zaś B =b, będziemy mieli 


os go 33 HERA 
; Więc 
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"Więc dwie PAETE tróykątne tey sa- 
mey wysokosci są iak podstawy : tey zaś sa 
mey podstawy iak wysokości. 


ZADANIE XVIL 


Twierdzenie. 


Każda piramida ma zamiarę trzecią część 
wieloczynu z podstawy przez wysokość. 

Przepuściwszy plaszczyzny (fig. 214. J) 
SEB, SEC, przez przekątne EB, EC, pi- 
raid wielokątną SABCDE, podzielimy na 
kilka piramid tróykatnych maiacych tę samę 
wysokość SO. Gdy podług twierdzenia po- 
' przedzaiącego każda z tych piramid mierzy się 
mnożąc podstawy ABE, BCE, CDE, przez 
trzecią część wysokości SO; więc summa pi- 
ramid tréykatnych, ałbo piramida wielokatna 

SABCDE, będzie miała za miarę summe 
iróykątów. ABE, BCH, CDE, albo _wielo— 
bok ABCDE, muożony przez 5 SO; azatém 
każda piramida ma za miarę trzecią część wie- 
loczynu z podstawy przez wysokość. 

Wniosek I. Każda piramida iest trzecią 
częścią pryzmatu tey samey podstawy i wy- 
sokosci.’ 

Wniosek II. Dowiedziemy podobnym 
sposobem iak we wniosku II. Zad. XVII., że 
dwie piramidy tey samey wysokości są iak 
podstawy, tey zaś samey podstawy jak wy- | 
sokości. 


Ea Uwe 
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Uwaga. Możemy ocenić bryłowatość ka= 
żdego wielościanu rozkładaiąc go na pirami- 
dy, aten rozkład wykonać się może wielu 
sposobami: ieden z nayprostszych j przepuścić 
płaszczyzny dzielące przez wieráehołek tego 
samego kąta  bryłowego, naówczas będziemy 
mieli tyle piramid cząstkowych, ile będzie scian 
w wielościanie, wyiąwszy sciany składaiące 
"kąt bryfowy, z którego rozchodziły się pła- 
szczyzny dzielące, g 


ZADANIE XIX 


Twierdzenie. 


Dwa wielościany symetryczne są rów- 
no-wartuiące, czyli równe w brytowatosci. 
(fig. 202 ). 4 

imo Dwie piramidy tróykątne symetry: 
czne SABC, TABC, maiące za wspólną 
miarę wieloczyn z podstawy AB C, przez trze- 
cią część wysokości SO==TO, są równo- 
wartuiace. : 

ado Podzieliwszy iakimkolwiek sposobem 
ieden z wielościanów symetrycznych na pira- 
midy tróykątne, będziemy mogli także podzie- 
lić drugi wielościan na piramidy tróykątne sy- 
metryczne; i gdy piramidy tróykątne syme- 
tryczne są równo - wartuiące, więc dwa wic- 
łościany całkowite symetryczne, są także ró- 
wno — wartuiące, czyli równe w brytowa- 
tości. 


ZADA- 
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ZADANIE XX. 


Twierdzenie: 


Przeciąwszy piramidę płaszczyzną ró- 
wnoległą do podstawy, pozostała piramida 
ucięta, iest równa summie trzech piramid, 
maiących za wysokość wspólną, wysokość pi- 
ramidy uciętey, a za podstawy, podstawę 


niższą piramidy uciętey, podstawę wyższąy 


i srzednią proporcyonalną między temi dwie- 
ma osiatniemi podstawami. (fig. 217 ). 

_ Niech będzie SABCDE piramida prze- 
cięta płaszczyzną abcde, równoległą do pod- 
stawy; niech TF GH, będzie piramidą tróy- 
kątną maiącą podstawę i wysokość równą lub 
równo - wartuiącą podstawie i wysokości pira- 
midy poprzedzaiacey. | Wystawiwsz ie 
podstawy lez na tey samey płaszczyznie, 
naówczas płaszczyzna abcde przedłużona, o= 
znaczy w piramidzie tróykątney odcięcie f g7 
będące w tey samey wysokości nad wspólną 
płaszczyzną podstaw: z kad wypada 

gh:abcde::FGH: ABCDE (Zad. XV. ) 

dy podstawy są równo - wartuiące, odcięcia 


Jgh,a hede, bodąe-takiemiż, piramidy Sa 
bede, Tfgh, i piramidy całkowite SABC 
DE, TEGH są także równo-wartuiące; więc 
piramidy ucięte ABCDE abcde, FGH 
fgh, będąc równowartuiącemi., na dowodze- 


nie dosyć iest wziąść piramidę tróykątna.] 
Na ten koniec niech będzie aj hfg 
fig. 
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(fig. 218). piramida ucięta: płaszczyzna prze- 
chodząca przez trzy punkta F, «,H, odetnie 
od piramidy uciętey , . piramidę tró ykątną g oF 
GH, maiaca za podstawe, podstawe hiższą 
FGH piramidy ucięiey, zaś za wysokość, 
wysokość piramidy uciętey, gdyż wierzchołek 
g, lezy na płaszczyznie równolegiey do pod- 
stawy niższey. 

Odiąwszy tę piramidę, pozostanie pira- 
mida czworokątna g fAH F, którey wierzchoł- 
kiem iest g, podstawą fAHF. Přaszczyzna 
przechodząca przez trzy punkta f, g, H, po- 
dzieli piramidę czworokatna na dwie pirami- 
dy tróykątne gF fH, g fhH; z których osta- 
tnia ma za podstawę, podstawę wyższą g fh 
piramidy uciętey, za wysokość , wysokość pi- 
ramidy uciętey, ponieważ iey wierzchołek H, 
leży na płaszczyznie rownolegiey do podstawy 
wyższey. j 

_ Co się tycze trzeciey piramidy tróykąt- 
ney, gFfH: poprowadziwszy gK równole- 
gle do fF, wystawić możemy nową pirami- 
dę fF HK, którey wierzchołkiem iest K, pod- 
stawą Ff H; dwie te piramidy będą miaży tę 
samę podstawę F/H, i tę samę wysokość, 
ponieważ wierzchoiki g i K, leżą na linij gK 
równoległey do Ff, azatém równoległey do 
płaszczyzny podstawy; więc te piramidy są 
równo- wartuiące. Lecz piramidy JPKH 


` wierzchołek może bydź uważany w SJ; azatem 


będzie miała wysokość piramidy uciętey; co 
do 
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do podstawy FKH, powiadam, że iest srze— 
dnią proporcyonalną między podstawami F GH, 
fgh. Jakoż, wtróykątach FHK, fgh, gdy 
kąt F=f, bok FK= fg, mamy (Zad. XXIV. 
K. HI). 
FHK : fgh:: FH: fh 

mamy takze 

FHG :FHK :: FG : FK albo fg. 
Lecz tróykąty podobne FHG, fgh daią 

FG : fg :: FH: fh, azatém 
4 PHG REAR: FEHR: fgź. 


ZADANIE XXL 


Twierdzenie. 


Przeciąwszy pryzmat tróykątny ptasz— 
czyzną DEF (fig.216.), pochyłą do podsta- 
wy ABC, pozostała z tąd bryła, równa be- 
dzie summie trzech piramid, których wierz- 
chotkami są punkta D,E,F, podstawą zas 
wspólną ABC. 

Płaszczyzna przechodząca przez trzy punk- 
ta F, A, C, odetnie pryzmatowi uciętemu 
AB © DE F piramidę tróykątną FABC, ma- 
iącą za podstawę ABC, a którey wierzchol- 
kiem iest punkt F. 

: Odiąwszy tę piramidę, pozostanie pira“ 
mida czworokątna FACDE, którey wierz~ 
chołkiem F, podstawą A CD E. Płaszczyzna 
przechodząca pre punkta E, F, C, podzieli te 

osta—_ 
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ostatnią na dwie piramidy tróykątne AEFC, 
DEFC. 

Piramida AEFC maiąca za podstawę 
tróykąt AEC, a którey" wierzchołkiem iest 
PREC F, iest równo- wartuiącą piramidzie 

C. maiącey.za.podstawę AEC, a którey 

unkt B wierzchołkiem. pe piramis 

aiące tę same podstawę i wysokosc, gdyż li- 

nija aw e wodą do AE ądo AE, Gb, iest 
równoległą d i c= 
wartuiace; lecz w piramidzie. BAEC, może 
my wziąść ABC za podstawę, zaś punkt E 
za wierzchołek. j 

Co się tycze piramidy DEFC, ta na- 
przód zamienioną bydź może na AFCD ma- 
iącą tę samę podstawę FCD, i wysokość; _ 
gdyż AE, iest równoległą do płaszczyzny F CD. 
Piramida zaś AF CD zamienioną bydź może 
na ABCD maiącą tę same podstawę ACD, 
i wysokos¢; gdyż wierzchołki F iB, leża na 
linij równelegiey do R A ACD „Więc 

iramida DEF ac r artuiąc 
w te ABC mo- 
zi ods TAFT: 


wierzchołek. 
niosek, Jeżeli krawędzie AE, BF, CD; 


są prostopadfemi do płaszczyzny ABC, będą 

razem wysokosciami trzech piramid skdadaią- 

cych pryzmat ucięty, a bryłowatość pryzma- 

tu uciętego wyrazi się 

, ZĄABC=AE + Res eae ABCxCD 
czyli 


i Peje 
ee 
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czyli ABCX(AE+BF-+CD). 
ZADANIE XXIL 


Twierdzenie. 


Dwie piramidy tróykątne podobne, mda- 
ią sciany odpowiadaiące podobne, akąty bry- . 
towe odpowiadaiące równe. ( fig.205 ). 

Podiug opisania, dwie piramidy troykat- 
ne SABC, U DEF są podobne, ieżeli tróy- 
kąty SAB, ABC, są podobne do tróykątów 
TDE, DEF, i podobnie rozłożone; to iest, - 
ieżeli.kąt. ABS = DET, BAS = EDT, 
ABC=DEF, BAC=EDF, i pochyłość 
płaszczyzn SAB, ABC, równa pochyłości 

_ płaszczyzn TDE, DEF. 

Wziąwszy BG=ED, BH=EF, BI 
=ET, złączmy GH, Gl, IH, Piramida 
'TDEF, iest równa piramidzie 1GBH; gdyż- 

boki GB, BH,_b own: bo E, EF; 


ąt > równy z przypuszczenia kątowi Q 14H 
DEF, tróykąt GB HEDEF Prienoszae m . 
iednę piramidę na drugą, podstawa DUP przy- 

stanie do podstawy GBH; a ponieważ po- 
chytosé dwóch płaszczyzn DTE, DEF, iest 
równa pochyłości płaszczyzn SAB, ABC pła- 
szczyzna DET padnie na płaszczyznę ABS. 


Lecz z przypuszczenja kąt DE V==GBI, więc 

ET padnie na BI; I gdy cztery punkta 1), p 

F, T, zbiegną się ze czterma punktami G, b, 
ye 
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H, 1, (Zad.l.), piramida TDEF zbieży sig __ 


z piramidą IGBH. PAWIA 
heed 


~~ Z przyczyny tróykątów równych DEF, 
GBH, kąt BEH=EDF=BAC; więc li- 
nija GH iest równoległa do AC, GI do AS 
* (Zad. XXII. K.I. ); azatém płaszczyzna | GH 
iest równolegią do płaszczyzny SAC (Zad. 
XIII. K. V}. zza wypada, że tróykąt IGH 
albo iemu równy IT DF, iest podobny tróy— 
katowi SAC (Zad. XIV.); tróykąt IBH= 
TEF, podobny SBC; więc dwie piramidy 
tróykątne podobne SABC, TD EF maią czté- 
ry ściany odpowiadaiące podobne. 
Dowiedlisay iuż, że kąt bryłowy E, iest 
równy kątowi odpowiadaiacemu B, gdy po- 
zostałe kąty bryłowe odpowiddaiace, pow- 
staią z trzech kątów płaskich równych i po- 
dobnię roziożonych, więc dwie piramidy tróy- 
kątne podobne, maia ściany odpowiadaiące po- 
dobne, aykaty bryiowe odpowiadaiące równe. 
` Wniosek. l, 'Tróykąty podobne w dwóch 
piramidach, daią proporcye następuiące : 
AB:DE::BC:EF;::AC:DE::AS:DT 
::5B:TE::$C;TF; $ 
Więc w piramidach tróykątnych podo- 
bnych, krawędzie odpowiadaiące są propór= 
cyonalne, age 
Wniosek II. Dla tego że katy bryłowe 
odpowiadaiące są równe,  pochyłość dwóch 
ścian iakichkolwiek wiedney piramidzie , iest 
równa pochyłości dwoch ścian odpowiadaią- 
cych w piramidzie drugiey podobney. . 
(5 j - Wi nig- 
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Wniosek ITI. Jeżeli przetniemy pirami- 
„dę tróykątną SABC, płaszczyzna GIH ró- 
wnoległą do sciany SAC; piramida czastko- 


wa BGIH,.bedzie podobna do piramidy cał- - 
kowitey B ASC: ponieważ iroykaiy BGE, 
B GH, będac podobne tróykatom BAS, BA c 


„ ` 2 
i podobiie rozlożone, nadto pochyiość ich 


piaszczyzn iest równa, więc dwie piramidy są 
podobne. 

Wniosek IV. W ogólności, ieżeli prze- 
tniemy piramidę iakąkolwiek SABCDE (fig. 
214.), płaszczyzną abcde równoległą do 
podstawy, piramida cząstkowa, Sabcde, 
będzie podobną piramidzie catkowitey SAB 
CDE. Gdy podstawy ABCDE, abcde, 
są podobne, ziączywszy AC, ac, dowiedli 
śmy, że piramida tróykatna SABC, iest po~ 
dobną piramidzie Sabc; „więc punkt ER. iest 
oznaczony w stosunku do po BC. iak 
punkt $, w stosunku « a (Opis. 
XVII) naie dwie pami SABCDE, 
Sabede, są podobne. 

— Uwaga. Dwie piramidy tróykątne są 
podobne, skoro maią krawędzie odpowiadaią- 
ce propor: cyonalne. 

Ponieważ maiąc proporcye (fig. 205). 

AB: DE::BC:EF:AC:DF::AS:DT:: 
SB: TES: TF; 
tréykaty ABS, ABC beda podobne tróyka- 
tom DET, D. EF i podobnie rozłożone. 
Be- 


ME vpi, 
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„ Będziemy mieli także tróykąt S BC pedo- 
bny tróykątowi T E F; więc trzy katy 
płaskie składaiące kąt bryłowy B, będąc ró- 
HA kątom pfaskim KO esa e 2 
owy E, wy pada, że pochyłość płaszczyzn 
SAB, ABC, równa pochyłości płaszczyzn 
odpowiadaiących TDE, DEF, azatém dwie 
piramidy są podobne. 


ZADANIE XXIL- 


Twierdzenie. 


Dwa wielościany podobne, maią ściany 
odpowiadaiące podobne, a kąty bryłowe od- 
powiadaiące równe. (fig. 219). 

Niech będzie ABCDE podstawa wielo- 
ścianu; M,N, wierzchołki dwóch kątów bry- 
dowych zewnątrz tey podstawy , oznaczone pi- 
ramidami tróykątnemi MABC, NABC, któ- 

' rych podstawą wspólną iest ABC; niech bę- 
dą w drugim wielościanie, abcde podstawa- 
odpowiadająca czyli podobna podstawie ABC . 
DE; m, n, «wierzchołki odpowiadaiące M, N, 
oznaczone piramidami mabc, nabc; powia- 
dam 1mo że odiegiości MN, mn, są propor- 
cyonalne bokom odpowiadającym AB, ab. 

Piramida MABC, b odobną pira- 
midzie mabe, pochyfose płaszcz AC, 
BAC, równa pochyłości płaszczyzn mae, 
bac; dla podobney przyczyny pochyłość pia- 
szczyzn NAC, BAC, iest równa pochyłości 

` pila- 


> 


a: SPE 
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płaszczyzn nac, bac: odiąwszy pierwsze po~ 
chyłości od ostatnich, pozostanie pochy tość 
płaszczyzn NAC, MAC, równa pochyfości 
płaszczyzn nac, mac. 

Lecz dla podobieństwa tych samych pi- 
ramid, tróykąty MAC, NAC, są podobne 
tróykątom mac, nac: Więc dwie piramidy 
tróykątne MNAC, mnac, maiące dwie scia- 
ny podobne, podobnie rozłożone, i równo do 
siebie nachylone, są podobne (Zad, XX.); ich 
zaś krawędzie odpowiadaiące daią proporcyą 

MN : mm :: AM: am, nadto 
ĄM : am :: AB : ab, więc 
MN: mn :: AB: ab. 
Niech będą P, p, dwa drugie wierzchołki od- 
powiadaiące tych samych wielościanów, bę= 
dziemy także mieli 
PN: pit: AB, ab; 
~ PM: pm :: AB,: ab; więc 
MN : mn :: PN: pa :: PM: pm. 
Azatém tróykąt P NM, łączący trzy wierz 
chotki iakiekolwiek wielofcianu, iest podobny 
tróykątowi p n m, tączącemu trzy wierzchoł-- 
ki odpowiadaiące wielofcianu drugiego. 

Niech będą ieszcze Q,q, dwa wierzchol- 
ki odpowiadaiące , a troyk: ie. pó- 
dobny tróykątowi pqn._ Powiadam nadto, ze 
pochyłość piaszczyzn PQN, PMN, iest fó— 
wna pochyłości płaszczyzn pq n, pmm {Kat 
brytowy N, składaiący się z trzech kątów pła= 
skich QNM, QNP, PNM, iest równy ką- 

to= 
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towi bryłowemu z, składaiącemu się z trzech 
kątów yn ja qnm, qnp, prim, równych 
pierwszym; |azatóm pochytos¢ płaszczyzn PNQ, 
PNM, iest równa pochyłości płaszczyzn od- 
powiadaiących pe pum; więc iezeli dwa 
tróykąty PNQ, PNM, leżą na tey samey 
płaszczyznie, w kesimi przypađku mielibys- 
my kat QNM=QNP+PNM, mielibyśmy 
takze kąt qum==qnp--pnm, a dwa troy- 
kąty qnp, pnm, leżałyby także na tey sa- 
mey pfaszczyznie. "To wszystko cośmy teraz 
dopiero dowiedli, ma mieysce iakiekolwiek bẹ- 
„dąkąy M, N, P, Q, porównane zkatami od- 
powiadaiącemi LEWICA NEJ 

Jeżeli powierzchnia iednego wieloscianu, 
podzieloną będzie na tróykąty ABC, ACD, 
MNP, NPQit d.; Dat | wialdfciać 
nu drugieg o zamykać będzie podobną liczbę 
tróykątów abc, acd, mnp, npq it.d. po- 
dobnych i podobnie rozłożonych; i ieżeli kil- 
ka tróykątów , iakiemi są MPN, NPQitd. 
leża na tey samey płaszczyznie, tróykąty im 
odpowiadaiące mpn, npq it.d. leżeć także 
będą na tey samey płaszczyznie. Więc każda 
ściana wiełoboczna w iednym wieloscianie, od- 
powie adać będzie ścianie wieloboczney w wie- 
lościanie drugim; a dwa wielosciany obięte 
będ od ta ‘sama liczbą płaszczyzn podo- 
pnych, i podobnie rozłożonych. Powiadam 
nadto, ze kąty bryłowe odpowiadaiące będą - 


równe. AŻ np. ieżeli kąt bryłowy N, 


skła— - 
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składa się z kątów płaskich QNP, PNM, 
MNR, QNR, kąt bryiowy odpowiadający. 
n, Aaa się będzie z kątów płaskich gnp, 
prm, mnr, qur. „Gdy_te kąty płaskie, i 
pochy lości dwóch płaszczyzn przyległych od- 
powiadaiących są równe, dwa katy brytowe 
są także równe, iako mogące całkiem pray- 
stać do siebie. Azatém dwa w ielościany po- 
dobne maią ściany odpowiadaiące podobne, a 
kąty bryłowe odpowiadaiące równe. 
Wniosek. [ Jeżeli ze czterech wierzcl 


ków wielościanu, złożymy. piramidę tróykat- 
ną, i gdy złożym druga ze czterech wierz- 
Rek odpowiadaiacych wielościanu podo- 
bnego, dwie te piramidy, maiace krawędzie 
odpowiadaiące proporcyonalne będą podobne. 

Widzimy razem, że dwie przekątne od- 
powiadaiące AN, an, są między sobą iak bo- 
ki odpowiadaiące AB, ab. 


ZADANIE XXIV. 


Twierdzenie. 


Dwa wielościany podobne, mogą się dzie- 
lić na tę samę liczbę piramid tróykątnych po- 
dobnych , i podobnie. rozłożonych. 

Widzieliśmy iuż, że powierzchnie dwóch 
wielościanów dzielić się mogą na te same li- 
czbę troykatéw podobnych, i podobnie rozło= 
Żonych.  Uwazaiąc wszystkie tróykąty wielo= 
Scianu, wyiawszy skiadaiące kat bryłowy A, 

iako 


ps. + -dgut.. aule? mona. gra fed 
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iako podstawy tylu piramid tróykątnych, któ 
rych wierzchołkiem iest A; te piramidy wzię- 
te razem składać, będą wielościan: podzieliw= 

że drugi wielościan na pirami y mags 
ce wspólny kat a, odpowiadaiacy 7 1asną. 
iest rzeczą, że piramida łącząca calery ' wierz- 
chołki iednego wielościanu, będzie podobna 
piramidzie taczacey cztery wierzchołki odpo- 
wiadaiące w wielościanie drugim. Więc dwa 
wielościany podobne, mogą się dzielić na tę 
samę liczbę piramid tróykątnych padpbayen) 
i podobnie rozłożonych. 


ZADANIE XXV. 


Twierdzenie. 


Dwie piramidy podobne są między so= 
bq, iak sześciany z boków odpowiadaigcych. 
(fig. 214). 

Gdy dwie piramidy są podobne; nay- 
mnieysza może bydź umieszczoną w naywięk- 
szey tak, ze mąiąc kąt bryfowy S wspólny, 
podstawy ABCDE, abcde, będą równole- 
gle; ponieważ ściany odpowiadaiącef$0dobne, 

tat San SAH, Sbe=SBC, Więc płasz= 
czyzna abc iest równoległą do płaszczyzny 
ABCJ( Zad. XIII. K.V). To założywszy , niech 
będzie SO prostopadła spuszczona z wierz- 
chołka S, na płaszczyznę ABC, przecinaią- 
ca płaszczyznę abc, w punkcie o; będziemy 
xmieli (Zad. XY ). ; 
50: 
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SO: S$o:: SA: Sa :: AB: ab; azatém 
330 + $$0':: AB : ab. 
Z podobieństwa zaś podstaw mamy (Zadanie 
XXVII. K. III). 
». ABCDE t abcde :: AB* : abs, 
Mnożąc te dwie proporcye wyraz z wyrazem 
otrzymamy 
ABCDExX35SQO:abcdexX 3So::AB3:ab*; 
gdy ABCDEX 480, iest miara bryłowa= 
tości piramidy SABCDE (Zad. XVIL); zaś 
abcde X 3So, piramidy Sabcde, więc dwie 
piramidy podobne są między sobą iak szescia~ 
ny zboków odpowiadaiących. 


ZADANIE XXVI. 


Twierdzenie. 


Dwa wielofciany podobne są między so- 
bg, iak sześciany z boków odpowiadaią:ych, 
(fig. 219). 

Ponieważ dwa wielościany podobne mo- 
ga bydź podzielone na tę samę liczbę piramid 
tróykątnych podobnych (Zad. XXIV). Dwie 
zaś piramidy podobne APNM, apnm, są 
między sobą iak sześciany z boków odpowia- 
dających AB, ab. I gdy ten sam stosunek bę=__ 

„dzie miał migysce między drugiemi dwiema 
iakiemikolwiek piramidami odpowiadaiącemi; ©’ 
więc summa wszystkich piramid składaiących ` 
wielościan, albo sam wielościan, iest do 
drugiego wielościanu, jak sześcian z boku 

Bo" ktos 
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któregokolwiek pierwszego, do szeżci og 
Ku od powiadaiącego drugiego. 


Uwaga ogólna. 


Glównicysze zadania tey księgi, tyczące 
się bryłowatości wielościanów, wyrazmy spo- 
sobem Algiebraicznym. 

Oznaczywszy przez B podstawy, zaś 
przez H wysokości pryzmatu i piramidy : 
brytowatos pryzmatu = B xX H=B H 
brytowat. piram. = BX z H= BXH = 4BH. 

Wyraziwszy przez AiB podstawy pira- 
midy uciętey , przez H wysokość; y AB, wy- 
rażać będzie podstawę srzednio - proporcyo— 
nalna, więc 

bryłowatość piramidy uciętey =3H X 

(A+B+Y7 AB). 

Niech bedzie B, podstawa pryzmatu tréy- 
katnego uciętego, H, H’, H”, wysokości ie- 
go trzech wierzchołków wyższych , 

brylowatosé pryzmatu uciętego= 4B X 

(HHE +É). 
Oznaczywszy przez P, p, bryłowatości dwóch 
wielościanów podobnych, przez A, a, dwa 
/ boki lub dwie przekątne odpowiadające, bę- 
dziemy mieli + 


y 
ACE dm Haw DODA- 
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21. Op 2 


H7O r w ere KR 


0 Wielofeianch foremnych. ,., 


yY 


é Pięć tylko mamy wiełościanów forem- 
"mych. Ponieważ podtag opisania, wielościa= 

nami foremnemi nazywamy bryły, których 
ściany są wielobokami foremnemi równemi, a 
kąty bryłowe równe. Więc w małey tylko 
liczbie przypadków warunki te mogą mieć 
mucysce, 

imo Jeżeli ściany są tróykątami równo- 
bocznemi, z trzech, czterech i pięciu tylko ką 
tów tych tróykątów, możemy złożyć kat bry- 
łowy wielościanu: z kąd będziemy mieli trzy 
bryły foremne iakiemi są: ezworoscian, (fig. 
245.); ośmiościan (fig. 245.); dwódziestościam 
(fig.247.); z kątów tróykatów równobocznych 
większey liczby bryi foremnych złożyć nie- 
możemy, ponieważ sześć tych kątów składa- 
iąc cztery kąty proste, kąta bryłowego nie- 
złożą (Zad. XXI.K.V). 

2do Jeżeli ściany są kwadratami, z trzech 
kątów tych kwadratów złożywszy kąt bry- 
łowy, wypadnie sześcian foremny, albo 
kubiczny (tig.244.); cztery katy kwadratów, 
Warluiag cztery kąty proste, kąta bryłowego 
niezľoża. 

5tio Nakoniec, ieżeli ściany są pięciobo- 
kami foremnemi, składaiąc ich kąty po trzy; 
wypadnie dwónastościan foremny (fig. 246). 

Scian o większęy liczbie boków brać nie= 
i Fa i moa= 
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możemy, ponieważ trzy kąty sześcioboku fo- 
remnego wartuią cztery kąty proste , zaś trzy 
kąty siedmioboku wariować będą ieszcze wię- 
cey. Azatóm pięć tylko mamy wielościanów 
foremnych, trzy z tróykatów równobocznych, 
ieden z kwadratów, i ieden z pięcioboków. 


i j - Wał 
x y pas 


« 


4 = KSIĘGA 
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POZY ô 
SIĘGA VI 
O Raul: 


Opisania. 


L Bryła zakończona powierzchnia krzywa, któ- 
rey wszystkie punkta są w równey odległo- 
ści od punktu wziętego wewnatrz bryły na- 
zwanego srodkiem, nazywa się pd Ears 


dnicy DE; slady w tym Obiócie zostawione 
od linij krzywey DAE, złożą powierzchnią 
krzywą, którey wszystkie punkta będą w 
równey odległości od srzodka C. 

II. Linija prosta idąca od srzodka do punktu 
powierzchni, nazywa się promieniem kuli; 
srzednicą zaś albo osią, linija prosta prze- 
chodząca przez srzodek, lecz zakończona z 
obu stron powierzchnią. 

Wszystkie promienie kuli są równe, wszy- 
stkie srzednice dwa razy większe od pro- 
„mienia, są także równe. 

IM. Przeciawszy r palę” płaszczyzną, odcięcie 

bedzie I kolem: kołem wielkićm, gdy płasz- 
/ czyzna przeydzie przez srzodek kuli, kołem 

“matém, gdy mimo ten srzod 

Iv. Piaszczyzna maiąca ieden punk wspólny 
z powierzchnią kuli, nazyw się PORĘ 
ang styczną, 
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V. Punkt powierzchni kuli, równie oddalony 
od wszystkich punktów obwodu koła zakre— 
ślonego na teyże powierzchni, iest biegu- 
nem tego koła. 

VI. Część powierzchni kuli obięta trzema fu~ 
kami kół 2 nazywa się tróykątem 


kulistym. Fuki nazy waiace się także bo- 
kami troykata ee per 
cain ; 


sze o aty które ich 
płaszczyzny składaia między sobą, są ką- 
tami tróykąta kulistego.. 

VII. Tróykaty kuliste, "dla tych samy ch przy- 
czyn co tróykąty prostokreślnę nazywaja się 
prostokątnemi, równo- ramiennemi, równo- 


bocznemi it. d. 

VIII. Część powierzchni SRA ięta więcey a- 
niżeli trzema łukami kół Wielkich , iest wie 
lobokiem kulistym, 

IX. Taśmą spiczastą, nazywać będziemy część 
powierzchni kuli E ta dwoma półobwo- 
dami kół wielkich, przęcinaiących się na 
wspólney srzednicy, . 

X. Klinem zaś kulistym, część kuli zamknię- 
tą między dwiema płaszczyznami półobwo= 
dów kół wielkich, i taśma spiczastą. 

XI. Piramida kulista, iest to część kuli obie- 
ta między płaszczyznami kąta bryłowego, 
którego wierzchołkiem iest srzodek, i wie- 
lobokiem kulistym , fodcietym_temi samemi 
piaszczyznami, służącym za podstawę pi- 
ramidzie kulistey. 


nij, Pie RR fous pupypres XII. Przez 


Fear barwy 
ae Sin fr SEE. 
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XII. Przez Bas, rozumieć będziemy część po— 
wierzchni kuli,/odcieta dwiema płaszczyz— 
nami równoległemi, . które są „podstawami 
pasa. Jedna z tych płaszczyzn może bydź 
styczną do kuli, naówczas „pes będzie o ie- 
dney podstawie. 

XIII. Odcinkiem Kiliotym,» nazywać będzie- 
my część kuli obiętą dwiema płaszczy zna— 
mi równoleglemi służącemi odcinkowi kuli- 
stemu za podstawy, Jedna z tych płasz— 
czyzn możę bydź styczną. do kuli, naów= 
czas odcinek kulisty będzie o iedney pod- 
stawie. 

XIV. Wysokoscig pasa lub odcinka, iest pro- 
stopadia mierząca odległość dwóch płasz- 
czyzn równoległych będących podstawami 
pasa i odcinka. 


XV. W czasie, z WR A AE obracaiac Sando 
akoło_s ;, ka- gu - + 


zdy wycinek koło” » albo F CH, 
opisuie bryłę nazwaną wycinkiem kulistym, 


ZADANIE PIERWSZE. 
Twierdzenie. 
Każde przecięcie kuli płaszczyzną iest 
kołem. (fig. 221). 
- Niech będzie C srzodek kuli, AMB od= 
Siecie, Z punktu C spuściwszy prostopadłą 
CO na płaszczyznę A MB, i do różnych punk= 
„tów linij krzywey AMB ograniczającey: d= 


> QE 
| tem prany shag” 
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cięcie, poprowadziwszy pochyłe CM, CM, 
CB, CA, te będąc promieniami tey saniey 
kuli są równe, a więc równo oddalone od pro- 
stopadłey CO (Zad.V.K.V.); azatém odcię- 
cie AMB iest kołem, którego srzodkiem iest 
punkt O. 
Wniosek I. Jeżeli odcięcie przechodzi 
. . . aena. . 
przez srzodek kuli, iego promien będzie pro- 
mieniem kuli, więc wszystkie wielkie koła są 
sobie równe. 

Wniosek II. Dwa wielkie koła przecina- 
ią się na dwie części równe, ponieważ: wspol- 
nem ich przecięciem się iest srzednica kuli. 

Wniosek III. Każde wielkie koło, dzie 
di kulę i iey powierzchnię na dwie częściró=" 

"wne; OdAZGNWSZY bowiem dwie półkule, te_ 
zupełnie przystaną do wspólne A CZ 
„brócone zas powierzchnie wy 
'samey stronie, 1 przyjożone, zbiegna się calm. 
kiem iedna z druga, bez czego byłyby punk- 


iższe lub dalsze srzodką, co iest przeciw= 


a 
ko opisaniu kuli. 
Wniosek IV. Srzodek kuli, i srzodek ma- 


łego koła, znayduią się na tey samey linij pro- 
stey prostopadłey do płaszczyzny tego ostat- 
niego. 

Wniesek V. Małe kota o tyle sa mniey- 
sze, o ile sa bardziey oddalone od srzodka ku- 
li; ponieważ im odległość CO iest większą, 
tem cięciwa AB iest mnieyszą, która icst srze- 


dnicą małego kola AMB. 


Wnio- 
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Wniosek VI. Przez dwa punkta dane na 
powierzchni kuli, możemy tylko poprowadzić 
ieden łuk koła wielkiego, ponieważ te dwa 
punkta ze srzodkiem kuli, są trzema punkta- 


mi gznaczaiaceini położenie płaszczyzny. Gdy 
by/dwa punkta dane kyty na ostatecznych kon- 
cach srzednicy, naowczas Iczać ze srzodkiem 


zuli na lec inj prostey, tyle przez nie 
możemy poprowadzić łuków kół wielkich, ile 
się nam podobać będzie. 


ZADANIE III. 


Twierdzenie. 


W każdym irdykgcie kulistym, bok któ- 
rykolwiek iest mnieyszy od SPA, dwóch 
drugich. (fig.222 ). 

Niech będzie ABC tréykat kulisty, O 
srzodek kuli; poprowadziwszy promienie AQ, 
BO, CO, ieżeli przepuścimy płaszczyzny AOB, 
AOC, COB, te złożą w punkcie O, kąt 
bryłowy, a kąty AOB, AOC, COB, bę- 
da miały za miarę boki AB, AC, BC, tróy- 
kata kulistego ABC. Gdy każdy z trzech ka- 
tów płaskich składaiących kat bryłowy, iest 
mnieyszy od summy dwóch drugich (Zad. XXI. 
K.V.); więc bok którykolwiek tróykąta A BC, 
iest mnieyszy od sammy dwóch drugich. 


ZADANIE UL 


T wierdzenie. 


Nay krótsza droga na powierzchni. kuli 


ZACZ nab.) zywa Ate 
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ziednego punktu do drugiego, iest tuk ko- 
ła wielkiego łączący dwa punkta dane. (fig. 
225). 
baonu ANB łuk koła wielkiego, 
łączący punkta Ai B; i niech będzie zewnątrz 
tego łuku, ieżeli bydź może punkt M,- na- 
leżący do linij naykrótszey między A iB. Przez 
punkt M, poprowadziwszy tuki kół wielkich 
MA, MB, wezmy NB=M B. 
Podiug twierdzenia poprzedzaiącego , łuk 
AN + NB<AM-+MB; odeymuiąc z obu 
stron NB=MB, pozostanie AN < AM. 
Odległość zaś od B do M, bądź, że się zbież 
calkiem z dukiem BM, badź że będzie całkiem 
inną linija, iest równa odległości z B do N; 
ponieważ obracając płaszczyznę wielkiego ko- 
da BM, okolo srzednicy przechodzącey przez 
B, można przyprowadzić punkt M do punktu 
N, a naówczas naykrótsza linija z M do B, ia- 
kakolwiek ona będzie, zbieży się z liniją od 
Ndo B; więc dwie drogi z Ado B, iedna 
przechodząc przez M, druga zaś przez N; ma- 
ią część równą z M do B, i z N do B. Pierw- 
sza droga z przypuszczenia iest krótsza; więc 
odległość z A do M byłaby krótszą, od odle- 
głości z A do N, co bydź niemoże, ponieważ 
dowiedlismy że AM > od AN; więc żaden, 
punkt z linij naykrótszey między Ą iB, nie- 
może bydz zown duke ANB, azatćm ten 
sam łuk iest naykrótszą liniją, między swoie- 
mi ostatecznemi końcami. 


ZA- 
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Z AyD: AN, LEB, AV. 


Twierdzenie. 


W tróykącie kulistym, summa trzech 
boków, iest innieysza od obwodu kota wiel- 
kiego. (fig.234). 

Jeżeli w troykacie kulistym ABC, prze- 
dłużymy boki AB, AC, aż do przecięcia się 
w punkcie D ; ponieważ dwa wielkie koia prze- 
cinaia się na dwie części równe (Zad.l.), iu 
ki ABD, ACD, będa  pół-obwodami kół; 
lecz w tróykącie BCD, bok BC< BD+CD 
(Zad. IL), dodaiąc z obu stron łab o~ 
zy mainy 

AB +AC+BC<ABD+ACD. 


ZADANIBEAV. 


Twierdzenie. 


JE każdym wieloboku kulistym, summa 
bokow, iest mnieysza od obwodu koła wiel- 
kiego. (fig. 225). 

W pięcioboku ABCDE, przedłużyw= 
szy boki AB, DC, aż do przecięcia się w 
punkcie F; ponieważ BC < BE + CF, sum- 
ma boków w pięcioboku A B CDE, iest mniey- 
sza, od summy w czworoboku AE DF. Prze 
dłużywszy boki AE, FD, aż do spotkania się 
w punkcie G, ED 4 KH G— GD; summa bo- 
ków w czwor roboku AEDF, iest mnieysza od 
summy boków w tróykącie AFG; gdy sum- 

ma 
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ma boków tego ostatniego iest mnieysza od ob- 
wodu koła wielkiego, azatem i sunma boków 
wieloboku ABCDE, iest mnieysza od tego 
samego obwodu koła (czytać Zad, XXII. K.V). 


ZADANIE MVL 


Twierdzenie. 


_ Ostateczne końce srzednicy prostopad- 
tey do płaszczyzny koła wielkiego, są bie- 
gunami tego koła, i biegunami wszystkich 
kół małych do wielkiego koła równoległych. 
(fig. 220 ). 

* #ezeli srzednica DE, iest prostopadłą do 
płaszczyzny koła wielkiego AMB, powiadam, 
ze ostateczne iey końce DiE, są biegunami 
koia AMB, i biegunami wszystkich kół ma- 
łych np. FGN, do wielkiego koła równole- 
głych. 

Linija DC, prostopadła do płaszczyzny 
AMB, iest prostopadła do każdey linij pro- 
stey CA, CM, CB, it.d. przez iey spodek 


rugim przypadku promien DC, pro~ 

stopadły do płaszczyzny AMB, będąc także 

prostopadłym «do piaszczyzny równolegiey 
sj FNG, 


Yin 
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FNG, przechodzi przez srzodek C koła ma- 
łego FNG (Zad.l.); poprowadziwszy linije 
pochyłe DF, DN, DG, te zostaiąc w ró- 
wney odległości od ‘phostopadiey DO, sa ró- 
wne. Lecz cienciwy równe obeymuią łuki ró- 
wne (Zad. V.K.II.); azatćm gdy wszystkie tu- 
ki DF, DN, DG, it.d. sa równe, punkt D, 
iest biegunem koia małego F NG, a dla po- 
dobney przyczyny, punkt E, iego drugim bie- 
gunem. 

Wniosek I. Łuk MD, y ryprowsdzony Z 
iakiegokolwiek _ punktu łuku koła wielkiego 
AMB, do iego bieguna, będąc czwartą cze-_ 
ścią obwodu koła, dla skrócenia wać De- _ 
dziemy Fwadransem; kw adrans ten z łukiem 
AM, składa kąt prosty, ponieważ linija DC, 
będąc prostopadłą do płaszczyzny AMC, ca= 


Ta płaszczyzna DMC, pr zechodząca przez li> 
niją DC, iest o aa 
AMC (Zad. XVIII. K. V.), więc kąt tych pła- 


szczyzn, albo podług opisania VL kąt AMD, 
iest katem prostym. 


Wniosek If, Chcac znaleść biegun łuku 


danego AM, poprowadziwszy iuk nieograni- 
Só ND plop do AN, wzm MD” 
równy kwadransowi, a punkt D, będzie E 
nym zbiegunów łuku A M; albo z dwóch punk- 
tów AiM, łuku danego AM, wyprowadziw= 
szy łuki A D, MD, prostopadłe do AM, punkt 
przecięcia się D tych dwóch łuków, będzie 
biegunem żądanym, U 
| Whio- 
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Wniosek III. Niodwrét, ieżeli odległość 
punktu D, od każdego z punktów A i M, iest 
równa kwadransowi, punkt D, iest biegunem 
łuku AM, a kąty DAM, AMD kątami pro- 
stemi. Ponieważ ieżeli ze srzodka kuli C, po- 
prowadzimy promienie CA, CD, CM: katy 
ACD, MCD, będąc klani mR 
CD iest prostópad łą do dwóch linij prostych 

> CM; więc iest Także prostopadią do ich 
płaszczyzny; azatćm puakt D, będąc biegu- 
nem łuku AM są kąta- 
„mi prostem. 
~ Uwaga. Za pomocą biegunów, z nay- 
większą łatwością kreślić możemy różne łuki 
na powierzchni kuli; obracaiac np. tuk DF, 
około punktu D, ostateczny koniec F, opi- 
sze koło małe F NG;' obracaiąc'zas kwa- 
drans DA około punktu D, ostateczny koniec 
A, opisze {uk kofa wielkiego AM. Jeżeli chce- 
my połączyć punkta dine” A, M, lub tuk AM 
przedłużyć, z punktów Ai M ‘chal ze srzod- 
ków w odległości o kwadrans, zakreśliwszy łu- 
ki, te”przeciąwszy się o'naczą biegun D, z 
którego iako zg.srzodka w odle, głości o kwa- 
drans, łączą pet dane A iM, i prze- 
dłuża się łuk ? 

Nakoniec ieżeli Shit danego P, ches 
my spuścić tak prostopadły na tuk day A M; 
przedłuża się ten ostatni: do S, ażeby bate 
giość PS była równa kwadransowi, z punk- 
i oe tu - 
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tu S iako bieguna, w odległości o kwadrans za- 
kreslony łuk PM, będzie tukiem żądanym. 


ZADANIE VIL 


Twierdzenie. 


Płaszczyzna prostopadła do ostateczne- 
go końca promienia, iest- styczną do Kuli, 

~ (fig. 226). 3 
Obrawszy na płaszczyznie FAG, pro- 
stopadłey do ostatecznego końca promienia 
OA, punkt iakikolwiek M, i poprowadziw- 
szy OM, AM, kąt OAM bedac katem 


ro- 
stym, O M > OA; gdy punkt A leży na po- 
wierzchni kuli, punkt M, i wszystkie inne punk- 
ta płaszczyzny FAG, leżeć będa zewnątrz 
kuli. Azatém płaszczyzna FAG, maiac ie- 
den tylko punkt A wspólny z powierzchnią ku= 
li, iest do niey styczną (Opis.lV ). 

Uwaga. Jeżeli odległość srzodków dwóch 
kul, równa summie albo różnicy promieni , na- 
ówczas dwie kule maiąc ieden punkt wspólny 
będąc stycznemi iedna do drugiey, ich srzod- 
ki i punkt dotknięcia leżeć będą na iedney li- - 
nij prostey. 


ZADANIE VIL 
Twierdzenie. 


Kąt BAC (fig.226 ). powstaiący z prze- 
cięcia się dwóch łuków AB, AC, kół wiel- 
kich 
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kich, iest równy kątowi FAG, złożonemu ze 
stycznych do tych łuków w punkcie A: ma 
także za miarę łuk DE, opisany z punktu 
A iako bieguna migdzy bokami AB, AC, 
przedłużonemi ieżeli tego wymaga p: rzeka. 
Styczne AF, AG, leżąc na piaszczyz- 
nach łuków AB, AC; są prostopadlemi do 
tego samego promienia. AO; więc kat FAG, 
równy pochyłości płaszczyzn OAB, OAC 
(Zad. XVII. K.V.) iest równy katowi BAC. 
Gdy łuki AD, AE, są kwadransami, linije 
OD,OE, b lac prosto oadłemi do AO, kąt 
DOE, równy ny pochyłości płaszczyzn AOD, 


ZOK ka: ma za miarę iuk DE, który iest tak- 
że miara kata BAC. 

Wniosek. Więckąty tróykątów kulistych, 
mogą się porównywać przez łuki kół wiel- 
skich ,: opisanych z ich wierzchołków iako bie- 
gunow, i obiętych między ich bokami: z tąd 
łatwo iest wykresli¢ kąt równy kątowi da- 
nemu. 

Uwaga. Katy w wierzchołkach prze- 
ciwległe ACO, BCN (fig.258.) są równe; 
a kąty przyległe ACO, OCB, razem wzię- 
te skiadaia dwa kąty proste, ponieważ pow- 
staią z przecięcia się dwóch płaszczyzn AC 


“OCN 
ZADANIE [X. 


Twierdzenie. 


© JP tróykącie ABC (fig.227.). z punk= 
tów 
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UG DE 


tów A,B,C, iako biegunów, opisawszy łuki 
EK, FD, DE, składaiące tróykąt DEF; trzy 
punkta A E, F, będą biegunami boków BC, 
AC, AB 
, leg 8 AR tot Pendens ponki C, _be-. 
dac biegunem łuku DE, odległość CE iest. 
także kwadransem; więc punkt E, oddalony 
o kwadrans od każdego z punktów A iC, iest 
biegunem łuku AC (Zad. VI. W nios. DI). Po- 
dobnym sposobem dowiedziemy, że punkta D 
iF, sa biegunami łuków BC, AB. 
Wniosek. Więc tróykąt ABC, może bydź uh 
wykreslony za pomocą tróykąta DEF, i na- 


odwrót. „i "ADU, 
„odwrót. 


ZADANIE X. 


Twierdzenie. 


Każdy kąt w iednym z tróykątów ABC,’ 
DEF (fig.227), ma za miarę półobwód, 
mniey bok przeciwległy w tróykącie drugim. 

Praediuzywszy boki AB, AC, aż do 
spotkania się z bokiem EF, w punktah G i H; 
punkt A będac biegunem łuku GH, kąt A ma 
zamiarę łuk GH. Lecz tuki EH, GF, są 
kwadransami, pon poniewaz punkta E, F, sa bie— ` 
gunami łuków AH, AG; więc EH +GF 
skiadaia półobwód koła. Gdy. BEG? = 
EF +Gli; więc łuk GH maiacy kąt A za 
miarę , iest równy pół - obwodowi, mniey bok 
EA G EF; 
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EF; AE pci ze kat SPIER os 
DF, kat C= job— DE, 

w kuida ta powinna bydż w vzaiemną 
się dwóma tréykatami 5 ponieważ w ykre- 


h wide ślaiaj się ieden za pomocą. drugiego. Więc ką- 
a paddy | EGS ‘troykata DEF, maia za miare 
„względnie; ob —B C, ,0b—AC, 3 ob — AB. 
Jakoż np. kat D, ma za miarę łuk MI; zaś 
MI +BO=MC+BI == 4.0b: "więc hak MI 
mierzy kąt D=j0b— —BC, i tak co do in- 
nych. 
$ Uwaga. Krom tróykąta DEF (fig. 228. J 
możnaby złożyć trzy drugie, z przecięcia się 
trzech łuków DE, EF, DF. Lecz zadanie 
rpa cze się tdykąta: gsusdinibees ( fig.227,), 
/ Fary tem się odznacza od trzech drugich, Że 
dwa katy Ai D, sa położone ztey samey stro— 
ny boku BC; Bi ii, ztey samey strony AC; 
zaś Ci F, ze strony AB. 
Tróykaty ABC, DEF, nazywaią się: 
tróykątami bieg unówiemńi, 


ZADANIE XI 
A, ula di 02 przybrane. 
IE tróykącie ABC (Og 320) ee 
żów ATB; iatv biegunów, w odleglości A 
“ICs zabresttwszy tuk | FOL - 
DEC; ip i przez ez punkt D : 


ki przetną się, poprowadziwszy łuki kót wiel- 
+ : kigh 
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kich AD, DB; tróykąt ABC będzie równy 
trdykątowi A D 
reslenia bok A D= AC, DB=BC, 


AB w wise ; więc trzy boki w tróykącie AB C, 
są równe trzem bokom w iróykacie AD B: 


mować kąt bryiowy powstaiacy z trzech 
posalowid Lat Deploy powi OC;'i dru- 
gi kat bryłowy z trzech katów płaskich A OB, 
AOD, BOD: Gdy boki tróykąta ABC, są 
równe bokom tró Tata A DB,- katy płaskie 
' składaiace ieden z ta katow brydawych, są 
równe kątom płaskim skiadaiacym kat bryto- 
wy drugi: lecz w tym przypadku (Zad. XXII. 
K.V.),pochyłości PRaszczy zn na których znaydu- 
ią się kąty równe sarowne, więc kąty troykata 
kulistego AB C, sąrówne katom tróykata A D B, 
to iest: DAB=BAC, DBA=ABC, ADB 
=AC3B. Azatém boki i katy tróykąta ABC, 
będąc równe bokom i kątom tróykata - 
wszystkie części pierwszego, są ró = 
sciom drug — 

Uwaga. Gdy równość tych tróykatów 


niewypada z ich przystawania, tróykąty ABC, 477% 


ADB, nazywać pedeiemy trój kątami: syme- 
tryememi, 44 


ZADANIE XIL 


Twierdzenie. 


fo JDwa tróykąty A ace ns iednoy lub dodik EN 


kun 


gł 
"dg", 


http://rcin.org.pl 


MA 


4 — 292 — 


kulach równych są równe, ieżeli dwa boki w 
iednym tróykącie, równe dwóm bokom w dru- 
gim tróykącie, obeymuią między sobą kąt ró- 
wny. (fig. 250 : 
Niech bedzie bok AB=EF, AC=EG, 
ikat BAC=FEG; tróykąt FEG, iest ró- 
wny tróykatowi BAC, albo tróykatowi sy- 
metrycznemu DAB (czytać Zad. VI.K 1). 


ZADANIE XII 


Twierdzenie. 


[w dwóch tróykątach leżących na ied- 
ney lub dwóch kulach równych, ieżeli dwa 
kąty w iednym tróykącie, są równe dwóm 
katom w drugim tróykącie, i bok przyległy 
tym dwóm kątom w iednym tróykącie, iest 
równy bokowi przyległemu dwóm kątom w 


tróykącie drugim, te dwa iróykąt 
ną do siebie. ( Czytać Zad. VIL K.1). 
ZADANIE XIV. 


Twierdzenie. ~ . 
tober; fulna > 


Dwa tróykąty leżące naiedney lub dwóch | 
kulach równych, równo-boczne, są rowno-kgt- 
ne; a kąty równe są przeciwległe bokom ró- 
wnym. (fig. 229 ). 

Widzieliśmy w Zadaniu XI. że maiąc trzy 
boki dane AB, AC, BC, mogliśmy złożyć 
dwa troykaty ABC, ADB, różniace się w po 


=, j rý 
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p. 


ZER 


ODEON 


łeżeniu swych części, lecz równe co do ich 
wielkości; więc dwa t a die AST 
Wo ME nie taaa , bądź przez przystawanie, bądź przez. 
symetryą, są równo- kątne, a kąty równe są 
Ret e bokom równym. (Czytać Zad. XI. 
K. I). i 
"ZADANIE XV. 
Twierdzenie. 


WF tróykącie kulistym równo-ramiennym, 
kąty przeciwległe bokom równym są równe; i 
na cdwrot, ieżeli dwa kąty są równe tróy- 
kąt będzie równo - ramienny. (fig. 251 ). 

imo Jeżeli bok AB=AC, powiadam, 
ze kąt C=B: poprowadziwszy z wierzchoł- 
ka A do srzodka podstawy łuk AD, dwa tróy- 
kąty BAD, DAC, maiące po trzy boki ró- 
wne, maią także po trzy kąty równe, azatém 


2do Jeżeli kąt B=C, powiadam, że bok 
AC=AB: gdyby bok AB, niebył równy bo- 
kowi AC, niech będzie od niego większy ; 
wziąwszy BO=AC, złączmy OC. Dwa 
boki BO, BC, równe dwóm bokom AC, BC, 
obeymuia~ kąty OBC, ACB równe; więc 
(Zad. XII) kat OCB=ABC; lecz z przy- 
puszczenia kąt AB C=ACB, więc kąt OCB, 
byłby równy katowi ACB, co bydz niemoże, 
„więc AB niemoże się różnić od AC; azatém 
boki AB, AC, przeciwlegie katom równym 
BiC, są równe. 

Uwa- 
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é z wierzchołka iróy- 

ulis yua- ramiennego prowadzo- 
ny na połowę iego podstawy, test prosto- 
padły do tey podstawy, i dzieli kąt w wierz- 
chotku na dwie części równe. ( Czytać Zad. XII 
i XIIL K.I): 


ZADANIE XVI. 


Twierdzenie. 


WF tróykącie kulisym z dwóch boków nay- 
większy, iest przeciwległy kątowi naywigk= 
szemu; z RÓ zaś ie na kozy 
przeciwległy bokowi nay większemu. (fig: 252 ). 

ims Niech będzie kat A >B; ziozyw> 

_szyakęż=BA D = B, będziemy mieli A D=B 5 
Zad.XV.): lecz AD DO > AC; na miey- 
ję AD położywszy DB, Scone ee 
DC czyli BC SAC. 
edo Jeżeli bok BC > AC; powiadam, 
że kat BAC > ABC. Gdyby kąt BAC był 
równy kątowi ABC, bok BC byłby równy 
boków' AC, co iest przeciwko założeniu. Gdy- 
by kąt BAC był mnieyszy od kąta ABC, bok 
BC, byłby mnieyszy od boku AC, co iest 
także przeciwko założeniu; azatém kąt BAC 
- >ABC. (Czytać Zad. XIV.K.I). 


4 ZA- 
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ZADANIE XVIL 


Twierdzenie. 


Jeżeli dwa boki iednego tróykąta, są ró= 
wne dwóm bokom drugiego tróykąta, wykre= 
ślonego na iedney lub dwóch kulach równych, ` 
i i ieželi kat w pierwszym tróykącie iest eink. 

od kąta gim, bok trzeci 
oriya pierwszego, b gdzie większy od bo- 
boku trzeciego tróykąta drugiego. ( fig. 255). 

Dowodzenie zypeinie to samo, iak w Za~ 

daniu X. Księgi L ` 


ZADANIE XVII. 


Twierdzenie. 


Jeżeli dwa tróykąty leżące na iedney lub 
dwóch kulach równych są równo- kątne, sę 
także i równo - boczne. 

Wyraziwszy przez AiB, dwa tróykąty 
dane, przez Pi Q dwa ich tróykąty biegu- 
nowe; gdy z założenia kąty w tróykątach A, 
B, są równe, boki w tróykatach biegunowych 
P, Q, będą równe (Zad.X.): lecz skoro tróy— 
kąty P, Q są równo- boczne, więc też są i 
równo ~ kątne (Zad. XIV. ); a gdy katy wtróy- 
kątach P,Q, są równe, boki w tróykątach 
biegunowych A, B będą także równe. (Zad. 
X). Więc dż tróykąty A, B, będąc ró- 
wno — kątne, są razem równo - boota To sa- 
mo twierdzenie dowiedźmy ieszcze sposobem 

na- 
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nastepuiacym. Niech we dwéch tróykątach 
równo -katnych ABC, DEF (fig.254.), kat 
A=D, B=E,.C=F; powiadam, że bę- 
dziemy mieli bok AB = DE, AC=DF, 
BC=EF. 

Na przedłużeniu boków BA, CA, wziaw- 
szy AG=DE, AH=DF, złączmy GH, 
„przedłużaiąc łuki BC, GH w obie strony, 
aż do przecięcia się w punktach I, K. 

Dwa boki AG, AH, będąc równe DF, 
DE, kąt GAH=BAC= ; więc gdy. 
_dwa tróykąty GAH, ED F siana do sie~ 

bie (Zad.XIL.), kat AGH=DEF=ABC, 
kąt zaś AHG=DFE=ACB. 

W tróykatach IGB, GBK, bok BG 
wspólny , kąt i GB==GBK; a ponieważ sum- 
ma kątów IGB+ BGK równa dwóm kątom 
prostym, równie iak summa GBK +1BG, 
kąt BGK =IBG. Więc dwa tróykąty IBG, 
GBK będąc równe (Zad. XIII.), bok 1G = 
BK, IB=GK. 

Podobnym sposobem dowiedziemy, że w 
tróykątach ICH, CHK,bokIH=CK,HK 
=rIC.. Od części równych BK, IG, odey- 
muiąć równe CK, IH, reszty BC, GH bę- 
dą równe. Nadto gdy kąt BCA==AHG, 
ABC=AGH, więc tróykąty ABC, AHG, 
maiace bok równy przyległy dwóm kątom rò- 
wnym, są równe: aże tróykąt DEP jest ró- 
wny. tróykątowi AHG, więc iest także równy 
tróykątowi ABC, i będziemy mieli AB= 

DE, 
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DE,AC=DF,BC=EF. Azatem wedwóch 
Aróykatach kulistych równo-kątnych , boki prze- 
ciwległe kątom równym, są równe. 
Uwaga. Zadanie toniema mieysca w máy- 
i kątach O RAY ch, gdzie równość 
z proporcyonaln it emi 
we wszystkich zadaniach ty czących sib tróy—. 
kątów kulistych dodawaliśmy, iż są na iedz 
ney lub dwóch kulach równych; na kulac 
was równych dwa tróykąty ` niemogą bydź po- 
-dobne nie będąc równe. Azatém równość ka= 
tów ciagnie za soba koniecznie równość bo- 
ków. Gdyby tróykąty leżaiy na kulach nie- 
równych, naówczas kąty będąc równe, tróy= 
kąty byłyby podobne, boki. zas odpowiada- 
iące byłyby w stosunku promieni kul. 


ZADANIE XIX. 


Twierdzenie. 


W tróykącie kulistym summa trzech kg- 
tów iest mnieysza od sześciu, a większa od 
dwóch kątów prostych. 

imo Każdy kąt w tróykącie kulistym iest 
mnieyszy od dwóch katów prostych; azatćm 
summa trzech kątów iest mnieysza od sześciu 
kątów prostych. 

edo Pół - obwód koła, mniey bok odpo- 
wiadający w tróykacie biegunowym, iest mia- 
rą każdego kąta w tróykącie kulistym (Zad. 
X.); więc summa trzech kątów tego ostatnie 

"ga 
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go ma za miarę trzy pól-obwody, mniey sum- 
ma boków tróykąta biegunowego ; summa za 
oków troykata biegunowego mnieysza od 
dwóch pół-obwodów (Zad.lV) odięta od 
trzech pół- obwodów, zostawi resztę większą 
od pół- obwodu, czyli od dwóch kątów pro- 
stych; azatém summa trzech katów w tróyką- 
“sie, kulistym iest większa od dwóch kątów 

prostych. b 

Wniosek I. Summa kątów w tróykątach 
kulistych nie iest stateczną, zmienia się od 
dwóch do sześciu kątów prostych, niedocho- 
dząc ani iedney ani drugiey granicy. Więc 
z dwóch kątów danych trzeciego niepoznamy. 
Wniosek Il. 'Tróykąt kulisty może mieć 
dwa albo trzy katy proste, dwa lub trzy ką- 
ty rozwarte. Jeżeli tróykąt ABC (lig.255). 
"ma dwa katy Bi C proste, wierzchołek A bę- 

dzie biegunem podstawy BC (Zad. VI.), bo- 
ki zas AB, AC, kwadransami. Jeżeli nad- 
to kat A iest. prosty, tróykąt ABC _maiac 
wszystkie trzy kąty proste, zamykaiąć się ośm 

razy na powierzchni kuli, boki będą kwa- _ 


ADANIE XX. 


Twierdzenie. 


Taśma śpiczasta iest do powierzchni ku- 
li, iak kąt tey tąśmy do czterech kątów pro- 
stych, albo iak tuk mierzący ten kąt do ob- 
wodu koła. (fig.256). 
Niech 
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. Niech będzie taśma spiczasta AMBNA, 
którey kat MAN mierzy się iukiem MN; 
przypuściwszy naprzód, że łuk MN będąc 
współmierny z obwoden MNPQM, ma się. 
iak 5 do 48, podzielmy obwód na 48 części 
równych, których łuk obeymować będzie 5. 
Jeżeli następnie połaczymy biegun A, z punk- 


ŻĘ 


tami podziaiu obwodu przez kwadranse, o=.. 


` trzymamy na półkuli AMNPQM, 48 troykatow 


równych. Więc cała kula obeymować bę- ` 


dzie tych tróykątów cząstkowych 96, z któ- 
rych taśma spiezasta 10; więc tasima spicza- 
sta iest do kuli, iak 10 do gó, albo iak 5 do 
48, to iest iak łuk MN do obwodu koła. 

Jeżeli łuk MN, nie iest wspóimierny z 
obwodem koła, dowiedziemy pądobnym spo- 
sobem iak w wielu innych przypadkach, że 
taśma spiczasta iest do kuli, iak řuk MN do 
obwodu koła. 

Wniosek I. Dwie taśmy spiczaste są mię- 
dzy sobą, iak ich katy. 

W niosek 11, Widzieliśmy (Zad. XIX.), 
że ośm tróykatów o trzech kątach prostych, 
obeymuią całą powierzchnię kuli; wziawszy 
pole iednego z tych tróykątów za iednestkę, 
powierzchnia kuli wyrazi się przez 8; powieś 
rzchnia zaś taśmy spiczastey. którey kat iest A, 
przez 2 A (ieżeli razem kat A iest oceniony 5 
biorąc kąt prosy za iednostkę); ponieważ 

SA 08 SRA 4, : 


więc mamy tu dwie iednostki różne; iedna na - 


pe: 
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powierzchnie, to iest tróykąt kulisty z trzema 

- katami prostemi, i bokami równemi kwadran- 
sowi; druga na kąty to iest kąt prosty. 

Uwaga. Klin kulisty obięty płaszczy= 

żnami AMB, ANB, jest do caley kuli, iak 


kąt A, do czterech kątów prostych. Ponieważ- 
ieżeli taśmy spiczaste sa równe, kliny kuliste 
będa także równe; więc dwa kliny kuliste są 
między sobą, iak kąty powstające z przecięcia 
się płaszczyzn te kliny obeymuiących. 


ZADANIE XXI 


Twierdzenie. 


Dwa tróykąty kuliste symetryczne są ró* 
wne co. do powierzchni.” | fig. 257.) 

Niech będą dwa tróykaty symetrzyczne 
ABC, DEF, w których bok AB=DE, AC 
Spy OB =f BE: powiadam, ze powierzchnia 
tróykąta ABC, iest równa powierzchni D FE. 

rawszy punkt P.za biegun koła małego prze- 

chodzącego przez trzy punkta Aj ,Ć; z któ- 

ziwszy Tuki równe (Zad. VL) 

PA, PB, PC, i przy punkcie F, wziąwszy 

= DE Qa ACP, tok FOS CP, złączmy 
, QE. 

"Boki DF, FQ, równe bokom AC, CP, 
kąt DFQ= k CP; więc dwa tróykąty DF Q, 
ACP, EBE Zad. XII. 

AP, kat DQF=APC. i 

W troykatach DFE, ABO, katy DFE, 


? 
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ACB, przeciwległe bokom równym DE, AB, 
są równe (Zad. XV.), odiąwszy kąty DFQ, 
ACP, z wykreślenia równe, pozostanie kąt 
QFE—=PCB. Nadto boki QF, FE, równe 
bokom PC, CB; Więc dwa tóykąty FQE, 
CPB,- będąc równe bok QE=PB, kąt 
FQE—=CPB. 


ieden @ drugim, powierzchnia DQF=APC. 
Dia podobney przyczyny powierzchnia FQE 
==CPB. Powierzchnia zaś DQE==APB; 
więc DQF+ FQE—DQE=APC+CPB 
—APB; czyli DFE=ABC; a zatém dwa 
tróykąty symetryczne, są równe co do po- 
wierzchni. 

Uwaga. Bieguny P, Q, mogłyby znay4 
dować się wewnątrz tróykątów ABC, DEF; 
naówczas potrzebaby dodadź trzy tróykaty 
DQF, FQE, DQE, dla złożenia tróykata 
DEF; i tróykąty APC, CPB, APB, dla . 
złożenia tróykąta ABC; lecz dowodzenie by- 
łoby zawsze to samo. 


ZADANIE XXII 
Twierdzenie. 


Summa tróykątów w wierzchołkach» 
przeciwległych, powstaiących z przecięcia 
się dwóch kół wielkich na połkuli, iest równą 

ta- 
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taśmie $piczastey , maiącey kąt kris kątowi 
w wierzchołku. (fig. 258.) 

Toiest: ieżeli dwa wielkie koła AOB, 
COD, przecinaią się na półkuli ACBDO, 
summa tróykątów AOC, BOD, iest równa 
taśmie śpiczastey , maiacey kat BOD. 

Przedłużywszy boki OB, OD, aż do 
przecięcia się w punkcie N, łuki OB N,AOB, 
będa półobwodami kół; odiawszy z obu stron 
OB, będziemy mieli BN=AQO. Podobnym 
sposobem otrzymamy DN=CO, BD=AC; 
więc dwa tróykąty AOC, DNB, symetry- - 
"czne , maiace trzy boki równe, są równe co do 
powierzchni (Zad. XXI.) a zatém summa troy~ 
‘katow AOC, BOD, iest równa taśmie spi- 
czastey OB N DO, maiacéy kat BOD. 

Uwaga. Więc dwie piramidy kuliste, 
którym tróykąty AOC, BOD, służą za pod- 


stawy razem wzięte, składaią klin kulisty, ma- 


iący kąt BOD. 
ZADANIE XXI. 
Twierdzenie. 
Powierzchnia tróykąta kulistego, iest 
równa suinmie tego kątów, zmiey szoney dwo- 


ma kątami prostemi: (fig. 259.) 
W tróykącie ABC, przedtuzywszy boki 


"atd PA sie z) wielkió kołem DEFGHL; 

guy dwa tróyk čaty w wierzchołkach” pracelw 

‘ leg sie A równe tasinie spiczastey, którey-po- 
wierg— 
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chnia wyraża się przez dwa razy wzięty kąt 
w wierzchoiku (Zad. XX.): więc 
DAE+HAG=2A 
GBF+1BD=2B 
ajur MOLE POE=20_ 

Gdy śuńńira tych sześciu tróykątów prze 
wyższa powierzchnią półkuli o dwa razy wzie- 
ty troykat ABC, zaś powieśzchnia półkuli 
wyraża się przez 4. (Zad. XX.), więc 

2ABC=2A+2B+ 2C—4 
czyli ABC= A+ B+ C—2 

Azatém powierzchnia tróykata kulistego 
iest równa summie iego katów, mniey dwoma 
kątami prostemi. 

Wniosek I W tym wymiarze, ile będzie 
kątów prostych, tyle tróykąt zadany obeymo- 
wać będzie tróykątów o trzech kątach prostych, 
czyli ósmych części kuli, która iest iednostka 
powierzchni ( Zad. XX). Jeżeli zp. katy są ró- 

wne 4 kąta prostego, trzy katy wartowa 
4 kąty proste, a tróykąt zadany wyrażony przez 
4—2 albo 2, będzie równy dwóm troykatom 
o trzech katach prostych, czyli czwartey części 
powierzchni kuli. 

Wniosek If. 'Tróykąt kulisty A BC, iest 
„równo-wartuiący taśmie spiczastey, którey kąt 
iest równy 3 (A+ B + C)— 1; piramida ku~ 
lista z podstawą ABC, równo-wartuie klinowi 
kulistemu maiącemu kąt wyrażony przez 


; (A+B+0)—1. 


BAB ka ADR 
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ZADANIE XXIV. 


Twierdzenie. 


Powierzchnia wieloboku kulistego, ma 
zamiarę surunę kątów, mniey wieloczyn z 
dwóch kątów prostych przez liczbę boków wie— 
loboku mniey dwóma. (lig. 240.) 

Z wierzchołka A, poprowadziwszy do 
wszystkich innych wierzchołków przekątne AC, 
AD; wielobok ABCDF, podzielony będzie 
na tyle tróykątów, ile boków mniey dwóma 
troykatami. _ Gdy powierzchnia każdego tróy- 

“kata, ma za m arg sumimę iego katów, mniey 
Sea” kąty proste; więc summa ze wszystkich 
kątów | troykatow, 1est równa summie kątów 
wieloboku: a zatem powierzchnia wieloboku, 

“jest równa summie katów, mniey tyle razy dwa 
kąty proste, ile iest boków mniey dwóma. 

Uwaga. Wyraziwszy przez s, samme 
kątów w wieloboku kulistym; przez m liczbę 
boków; ; kąt prosty biorąc za iedność, powierz- 
chnia wieloboku będzie miała za miarę. 

s—2 (n—2) albo s—2n+4." 


KSIĘGA 


è 
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nS LEC A. VI. 
O Walcu i Ostrokregu. 


Opisania. 


L Obracaiąc prostokąt A BCD (fig. 250.), oko- 
to boku nieruchomego AB, ślady powierzch- 
ni prostokąta zostawione w tymi obrócie, u<, 

tworzą bryłę nazwaną alcem; bok C D u- 
tworzy powierzchnię wypukłą, boki -zaś 
AD, BC koła, które są podstawami walca. 
Bok nieruchomy AB, nazywa się osią albo 
wysokością walca. Każde odcięcie KI,MN 


prostopadie do osi, a tém samém równole- 


głe do podstaw, iest kotem równćm Qbupod- 
stiwom. Każde odcięcie P Q GH prostopadłe 
do podstaw i przechodzące przez oś, iest pro~ 
stokątem dwa razy większym od prostokąta 
tworzącego. 

II. Obracaiąc tróykąt prostokątny SAB (fig. 251), 
około boku nieruchomego SA, ślady po- 
wierzchni tróykata zostawione w tym obró- 

SS ASS E z 
cie, utworzą bryłę nazwaną Osiralięciam $ 
przeciw — prostokątna SB utworzy powierz=. 
chnię wypukłą, bok zaś AB kolo, będące 
Sa M a e . kę 

, podstawą ostrokręgu. Punkt S wierzchot- 

kiem, S A osią albo wysokością, zaś S B, na- 
zywa się bokiem ostrokręgu. Każde odcier 
= 


cie HKFI prostopadłe do osi, a zatćm i 
H pod" 
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staw. Każde odcięcie Si D prostopadłe do 
podstawy i przechodzące przez oś iest troy- 
kątem równo-ramiennym, dwa razy wię- 
kszym od tróykąta tworzącego. 

III. Odciąwszy od ostrokręgu SC DBErówno- 

legle do podstawy, ostrokręg SFKHI, po- 

została bryła KHIC DBE, nazywa się 0- 

. strokr egiem uciętym; którego tworzenie się 

poymować „możemy obrótem trapeza ABHG, 

z kątami przy AiG prostemi , okoio Eni 

nieruchomey AG, nazwaney osią albo wyso— 

kością; koła w tym obrócie utworzone BD 

CE, HKFL, nazywaia się podstawami, zaś 

BH bokiem drija zu uciętego. 

IV. Dwa walce, albo ostrokręgi są podobne, 
skoro ich osie ‘mai się dosiebie iak śrzednice 
podstaw. 

V. Wpisawszy iaioak ABCDEF (fig. 252) 
w koło służące za podstawę walcowi, iwy- 
budowawszy natym.wieloboku pryzmat pro- 
sty, równey z w alcem wysokości, pierwszy, 
nazywa się.jgtyzmaiem w walec w pisanym , 
drugi, wakem na pryzmacie opisanym; 
kraWeazie bowiem AF, BG,ięd,pryzma- 
tu, prostopadłe tas | : 
obwinięte powierzchnią wypukła walca, są 

-. linijami dotknięć pryzmatu z walcem. 

VI. Opisawszy wielobokiem AB CD (fig. 255) 
koto sfuzace za podstawę walcowi, i wybu- 
dowawszy na tym wieloboku pryzmat prosty, 

równey 


> 


http://rcin.erg.pl 


równey z walcem wysokości, ostatni, nazywa 
się walcem w pryzmat w pisanym, pierwszy, 
matem na walcu opisanym. Ponieważ 
z punktów dotknięć M, N, it.d. boków AB, 
_BO, z kolem, wyprowadziwszy prostopadie 
MX, NY itd. do piaszczyzn podstaw, te 
leżąc razem na powierzchni walca i pryzma- 
tu, są ich linijami dotknięć. 

Twierdzenia przybrane tyczące się 

; powierzchni. 
I. 
Powierzchnia płaska, iest mnieyszą od 
każdey inney powierzchni maiącey z pier- 
wszą to samo zakończenie, (G 254.) 177 
JET Przepusciwszyw 1akunkolwiek kierunku 
plaszgzyzne BPD, preecinaiaca powierz- 
chnię „płaską OABCD w kierunku BD, zaś 
drugą powierzchnię P ABCD maiącą z pier- 
wszą to samo zakorczenię w kierunku B P D; 
linija prosta BD, leżaca na powierzchni pla~ 
skiey, będąc krótszą od linij.b PD, leżącey na 
_ powierzchni pierwszą otaczającey, powierz~ 
 chnia płaska O ABC D, -iest mnieyszą od 
powierzchni otaczaiącey_P A BCD, 

AE EE E E 


Każda powierzchnia wypukła. iest 
mnieyszą_od powierzchni drugiey oluczaigce 34) 
maiącey z pierwszą to samo zakończenie. 

Jeżeli powierzchnia wypukła OABCD 
(fig. 255.), nieiest mnieyszą od powierzchni ią 
etaczaiacych, niech z pomiędzy tych ostatnich 

H2 po= 
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powierzchnia PABCD będzie naymnieyszą , 
a razem równą pewierzchni O AB CD, Prze- 
styczną do punktu 

powierzchni OABCD; ta odetnie część po- 
wierzchni PABCD, która część maiąc to, sa- 
mo zakonczenie z p łaszczyzną styczną, będzie 
odniey większą ( T. p. I); zamiast części od- 
cietéy, „podstawiwszy. płaszczyznę styczną, 
mielibyśmy nową powierzchnię, zawsze otacza- 
jaca powierzchnię O ABCD, lecz mnieyszą od 
powierzchni z. przypuszcze j naymnieyszey 


faj bę PABCD, cobydź niemoże; fa zatćm powierz- 


chnia wypukła OAB CD, ‘est mnieysza_ od 
wszystkich innych otaczających, i maiących z 
pierwszą to samo zakonczenie. (Czytać Zad, 1X. 
K.IV.) Dowiedlibyśmy zupełnie tym samym 
sposobem , że 170 ieżeli powierzchnia wypu- 
kia zakończona dwoma obwodami kół ABC, 
DEF (fig.256), iestobwiniętą drugą powierz— 
chnia iakakolwiek_maiacą z pierwsąj te same 
zakonczenia, obwjpj ą. 2do 
Jeżeli powierzchnia wypukia AB (lig. 257), 
iest otoczoga_zewszech stron druga powierz- 
chnia MN, bądź, że maia punkta, linije, pfa- 
szczyzny , wspólne, bądź ich niemaia ; oloczo- 
na, zawsze iest mnieysą o od otaczającey. ` 
IL 

Powierzchnia wypukła pryzmatu pro- 
stego, iest równa wieloczynowi z perymetru 
podstawy przez wysokość. (fig. 378 

Gdy powierzchnia pryzmatu składa się 

X z sum= 
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z summy prostokątów ABGF+BCHG-- 
CDIHit.d. których wysokości AF, BG, CH 
it.d. są równe wysokości pryzmatu, summa 
zaś ich podstaw AB+BC-+ CD it. d. skia- 
daia perymetr iego podstawy; a zatem summa 

yo AGKIÓW, cay pow orkohaila wypukła 
pryzmatu, iest równa wieloczynowi z peryme- 
tru podstawy, przez iego wysokość. 

f Wniosek. Dwóch pryzmatów prostych 
maiących tę same wysokość, powierzchnie wy- 


pukie są, iak perymetra ich podstaw. 


Powierzchnia wypukła walca, iest wig- 
ksza Gd powierzchni wypukiey pryzmatu 
wpisanego, a mnieysza od powierzchni wypu- 


-fbrzeiąwa opisanego. (fig. 252). 
P 


Przeciąwszy walec z pryzmatem w pisa- 


GH niebędąc równe co do szerokości, p 
wierzchnia wypukła pierwszego, 1est większa _ 


od fawierachnt wypukley drugiego: c] 
Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że - 


powierzchnia wypukła walca w pisanego, iest 
mnieyszą od powierzchni wypukiey pryzmatu 
opisanego. (fig. 255.) 


więc cnociaż walec z pryzmatem wp 
TE 


isa nym, se 


ZADA- 
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ZADANIE PIERWSZE. 
Twierdzenie. 


Bryłowatość walca, test równa wielo- 
czynowi z iego podstawy przez wysokość, 
(fig. 258) 

Wyraziwszy powierzchnią podstawy wal- 
ca przez pow. CA, wysokość przez CH, bę- 
dziemy mieli 

pow. CA X CH=brył. walca ACH. 
Gdyby ilość pow. CA X CH, niebyła miarą 
walca zpodstawą promienia CA, byfaby mia- 
ra walca mnieyszego lub większego. Przy- 
puśćmy że iest miara walca mnieyszego, i niech 

pow. CA X CH=-bryt. walca D CH. 

Na kole promienia CD, opisawszy . wielobok 
foremny LMNP, którego boki 
obwodu koła CA ( 
pryzmat prosty mający za podstawę wielobok 
JLMNP,'aza wysokość, wysokość walca CH, 
a który będcie pryzmatem opisanym na walcu z 
OzUKA promiens CD. Wiemy (Zad. XIV. 
K. VI) że: '. „e 
` pow. LMNP X .CH=trył pryzm. IICLMNP" 
Porównywaiąc Strony tego ostatniego równania 
z poprzedzaiacém widziemy że czynnik CH bę- 
dąc wspólny, pow. L MNP < pow. CA, więc 
pow. LMNP X CI < pow. CA X CH; 
azatem, gdy pierwsza strona drugiego równa- 
nia, mnieysza od strony pierwszey równania 
pierwszego, strona druga drugiego, mnieyszą 


bydź 


" 
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bydź powinna od strony drugiey pierwszego ; 
to iest: pryzmat HCLMNP opisany, powi- 
nien bydź mnieyszy od wałca DCH w wen w 
pisanego, co bydź niemoże; więc ilóść pow. 
CA x CH niemoże bydź miara bryłowatości 
walca mnieyszego od walca ACH, azatém 
pow. CA x CH=bryt. walca A CH, 

Podobnym sposobem dowiedlibysmy, ze 
ilość pow. CD X CH, niemoże bydź miarą 
bryłowatości walca większego, naprzykłac 
walca DCH. "Więc bryłowałość walca iest 
równa Wieloczynowi z iego podstawy przez 
wysokośc. 

Wniosek I. WWyraziwszy przez W, w, 
bryłowatości dwóch pryzmatów ; przez H, h, 
"wysokości; przez B,b, podstawy,“ będzie- 
my mieli W:w: :HXB: h x b, 
ieżeli H=h, 

M Wii Bób 
gdy: B==b, W.: „ME > : 
Więc walled. tey mins Sie są iak pod- 
stawy, tey zaś samey podstawy, iak wysokości. 

Wniosek Il. W walcach podobnych (opis 
IV), Wyraziwszy śrzednicę podstaw przez I), 
d, będziemy mieli 

BE; : Shs yw De dy 
gdy podstawy są kołami, więc (Zad: XH. K. IV) 
Ru: : D? dee i 
rozmnożywszy te dwie proporcye wyraz z wy- 
razem , otrzymamy 
HxB 
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H&B : hdcb 2D? + d3y więę 
OB SE DI AF Ss BBB hha 
To iest: że walce podobne sa, iak sześciany 
że śrzednic ich podstaw, albo iak sześciany 5 
wysghpiti ; 
A Flm" 
ZADANIE I. 


Twierdzenie. 


Powierzchnia wypukła walca, iest ró- 
wna wieloczynowi z obwodu iego podętasny, 
przez wysokość. (fig. 258). 

Wyraziwszy obwód podstawy walca pro- 
mienia CA przez ob. C A, wysokość przez CH, 
będziemy mieli 

ob. CA X CH==pow. walca A CH. 

Gdyby ilość ob. CA X CH, niebyła mia- 
rą powierzchni walca z podstawa promienia 
CA, byłaby miara powierzchni walca mniey- 
szego lub większego. Przypuśćmy Ze iest mia~ 
rą powierzchni walca mnieyszego, i niech. 

ob. CA X CH—=powwalca DCH. 

No kole promienia C D, opisawszy wielobok 
foremny LMNP, którego boki niedotkną si 
obwodu koła CA, zbuduymy pryzmat prosty 
maiący Za ZA POdSIAWĘ wielobok LMNP, a za 
wysokość , wysokość walca CH, a który bę- 
dzie pryzmatem opisanym na walcu z pod- 
stawą promienia CD. Wiemy (T. p-HI.), że 
perym (LM + MN +., JX: CHs=pow. 
pryz. HCL MNP. 


Po- 
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Porównywaiąc strony tego ostaniego ró- 
wnania z poprzedzaiacém, widziemy, że czyn= 


nik CH, będąc wspólny, perymetr LM- 
MN- „ CA, więc $ 
Perym. (LM MN--.. .) X CH< ob, 
CA X CH; 
azatém ,, gdy pierwsza drone drugiego równa- 
nia, mfeysza od strony pierwszey równania 
pierwstego, strona druga drugiego, mnieyszą 
bydź powinna od strony drugiey pierwszego, 
to iest: pow. pryz. F CLMNP opisanego, po- 
winna bydź mnieyszą od powierzchni walca 
DCH w weń w pisanego, co bydź niemoże 
(T. p. IV); azatém iłość ob. CA X CH, nie- 
moze bydź miarą powierzchni walca mniey- - 
szego od walca ACH, wiee~ 
_ob. CA x CH= pow. walca ACH. 

Podobym sposobem dowiedlibyśmy, że ob. CD 
X CH, niemoże bydź miarą powierzchni wal- 
ca większego , naprzykład walca ACH, i 
że ob... CD X CH= pr Avan 
ćm powierzchnia wypukła walca, iest równa 
wieloczynowi z obwodu iego pedstawy przez 
wysokość. 


ZADANIE- IE 
Twierdzenie. 
Bryłowatość ostrokręgu, iest rowna wie= 
loczynowi z iego podstawy przez trzecią część 


wysokości. (fig. 259.) 
Wy- 
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Wyraziwszy powierzchnię podstawy o- 
strokręgu promienia A O przez pow. AO, wy- 
sokość przez SO, będziemy mieli 

pow. AO X įS0O= bryt. ostrokręgu AOS. 
Gdyby ilość pow. AO X 4SO, niebyła miarą 
ostrokręgu z podstawą promienia AO, byłaby 
miarą ostrokręgu większego lub mnieyszego. 
Przypuśćmy że iest miarą ostrokręgu większe- 
go, i niech 
pow. AO x 4$0=bryt. ostro. BOS. 
Na kole promienia AO, opisawszy wielobok 
foremny MNPQ, którego boki niedotkną si 
obwodu koła promienia BO, Du AAS 
midę maiącą za podstawę wielohok MNPQ, 
a którćy wierzchołkiem, iest wierzchołek o- 
strokregu S. Wiemy (Zad. XVIII. K.VI) że: 
‘pow. MNPQ x 43SO=>ryt. piram. MNPQS. 
Poréwnywaiac strony tego ostatniego równa- 
nia z poprzedzaiącóm, widziemy, że czynnik 


_ 480, będąc wspóln o Pp Ow. 
AO, więc pow. MNPQ x 5SO > pow. 


X 35.0; 

azatćm, gdy pierwsza strona drugiego równa- 
nia, większa od strony pierwszey równania 
pierwszego , strona druga drugiego, większą 
bydź powinna od strony drugiey pierwszego , 
to iest: piramida MN PQS w pisana, powin- 
na bydź większą od ostrokręgu BOS na pira- 
midzie opisanego, co bydz niemoże; więc ilość 
pow. AO X 4 SO, niemoże bydz miarą 
bryłowatości ostrokręgu większego od ostro- 
kręgu AOS, azatém Pow. 

—— 


http://rcin.org.pl 


<= +315 == 


O =brył. ostro. AOS. 
Podobnym sposobem dowiedlibysmy że ilość 
‘OB xX iSO, niemoze bydź miarą bryłowa- 
tości ostrokręgu mieyszego, naprzykład ostro 
kręgu AOS, i że pow. OB x 3 SO—=bryt. 
ostro. BOS. Więc bryłowatość ostrokręgu, 
iest równa wieloczynowi ziego podstawy przez 
trzecią część wysokości. 

Wniosek I.  Ostrokręg iest trzecią czę- 
ścią wałca tey samey podstawy i wysokości. 

Wniosek Il. Wyraziwszy przez O, 0, 
bryłowatości dwóch ostrokręgów ; przez H, h, 
wysokości; B, b, podstawy; będziemy mieli 
„OSB XH o= ToX ztąd 


O : : B Me eH; 
Jeżeli B =D, będziemy — 
Ot: APES Fh, : 


gdy H= kR, ARSi 

Gótóń gr GBP 

Więc ostrokręgi tey samey podstawy, są 
jak wysokości: tey samey wysokości iak pod- 
stawy. 

Uwaga. Oznaczywszy przez R, r, pro- 
mienie podstaw dwóch ostrokręgów, gdy B= 
WR, d—> Jr? (Zad. XIL.K.IV), więc O= 
34 JiR>H, o=} a rh; z tad 

o so RYH: r? yA 
Jeżeli ostrokręgi są podobne; mamy 

ROT aE N RA g L, 

a e Saree apt 
rozmnożywszy poprzedniki ostatniey propor- 
cyi przez H, następniki przez h, otrzymamy 

R>XH:: 
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; REX Boor RE 2, 
więę O :,07 He 83 ::R30:73::(2R)5 (an) 4 
to iest: że ostrokręgi podobne są, iak sześcia— 
ny zwysokości, albo iak sześciany z promieni, 
lub sześciany ze śrzednie ich podstaw. 


ZADANIE IV. 
Twierdzenie. 


Bryłowatość ostrokręgu uciętego, iest 
równa summie trzech ostrokręgów , maiących 
za wysokość wspólną, wysokość ostrokregu 
uciętego, a za podstawy podstawę niższą o= 
strokregu uciętego, podstawę wyższą, i srze- 
«nią proporcyonalną między temi dwiema 
podstawami. (fig. 260) 

Niech będzie ostrokręg SBA przecięty 
płaszczyzną EP D, równoległą do podstawy ; 
niech TFGH będzie iramidą troykatna ma- 

Murmjącą wysokość rów naj zaś podstawę równo-; 
eeeywartuiącą podstawie /ostrokregu. W stawi- 
— Wsz odstawy leżące na téy samey pła- 
szczyznie, na ówczas płaszczyzna EPD prze-j 

ona, oznaczy w piramidzie tróykątney © od; 

je IKL; będące w téy samey wysokości. 
w wspólną płaszcyzną podstaw. Gdy pod- 
stawy BA, ED są iak kwadraty z promieni 
BO,EP (Zad. XII. KIV), albo iak Toe 
z wysokóści SO, SP; więc i tróykąty FG 
IKL są, iak kwadraty. z tych samych wyso- 
kości (Zad. XV, K. VE); lecz z przypuszczenia 


tro- 
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ot Btc 


tróykąt F GH iest równo-wartuiacy powierz- 
chni koła BA, więc tróykąt IK 1, iest równo= 


wartuiacy powierzchni kola ED. Wiemy że 
-Bryt ostro. SBA=pow. BA x 180, zaś 


Bryt. piram. TF GH=pow. FGH x 5380; 
gdy.pow. BA, iest równo - wartuiącą pow; 
FGH, więc 
Bryt. ostro. SB A= Bryt. piram. TF GH. 
Podobnym sposobem dowiedziemy, że | 
Bryt. ostro. SE D= Bryt. piram. TIK L; | 
azatém, o-trokreg ucięty EBAD, iest ró- 
wno + wartuiący piramidzie uciętey IKEF Sa 


Gdy piramida ucięta iest r r 


p A ak G > "droga IK a vies 
ą mi DUDA 


(Zad. XX. K. VI) Wi igo ostr pk ucie— 
b 


"równa — wartuiącym trzem ` wyżs 
ETN oj : 


dom, maiącym za WYSOKOŚĆ, 
na a okej pir 
“siawy, iedną wie romienie 
druga. promienia zecia.,. srzędnią pro- 
porcyonalną między. temi dwiema ostatniemi 
, powierzchniami kot. RAT ug 
Wniosek. Gdy powierzchnie kół promie- 
ni BO, EP, maia za miarę Ji X BO*, JI X 
EP’, więc bryłowatość ostrokręgów którym te 
powierzchnie siuza za podstawy, będą miały 
„za miaręf3 JI X BO? X PO; zaś bryfowatos¢ - 
ostrokregu z podstawą sraeduia spear 23 


oe XPe+ Lar EP XWO 
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+ 


ie OTE: came 


nai JixBOXEP x PO. Dodawszy wy- 
rażenia tych trzech ostr OTSA: » otrzymamy 
ł, ostr. ucię. EBAD= Ji X ROX 
"sk [ BO? XER? x AO PDI 
ZADANIE VW. 
Twierdzenie. 

Powierzchnia wypukła ostrokregu, test 
równa wieloczynowi z obwodu iego podstawy 
przez potowę boku. (fig. 259) 

To iest: ob. OA X 3 SA = pow. ostro. AOS. 
Gdyby ilość ob. OA XZSA, niebyia miarą 
powierzchni ostrokręgu z podstawą promienia 
OA bylaby miarą powierzchni ostrokręg ju Wwię=. 
kszego lub mnieyszego. Przypuśćmy większe- 
go; 1 niech 

ob. OA X 4SA==pow. ostro. BOS. . 
Na kole promienia OA, opisawszy wielobok 
foremny M NPQ, którego boki niedotkną_się 
obwodu koła promienia O zbuduymy na 
IM au renna malącą wierzchołek 
wspólny zastykręgiam S;.gby powieszchnia tey 
piramidy składa się z tróykatów MSN, NSP, 
PSQ, s których każdy ma za miarę.wieloczyn 
z podstawy MN, NP, PQ, przez połowę wy- 
sokości SA, im wszystkim wspólney iako bę- 
dącey bokiem ostrokręgu (opis IL), więc sum- 
wa tych tróykątów, czyli powierzchnia wy- 
pukła piramidy, iest równa wieloczynowi z 
„perymetra podstawy piramidy, przez polowę 
boku osirokręgu, to iest: 
perys z) >< zSA ars ow. 

piram. MN PQS 


AUN ANE = J42 
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Porównywaiąc strony tego pew równa+ 
nia z poprzedzaiącóm, czynnik 2 SA bę- 
dąc erym. (MN + NP+..:) > 
ob. OA, więc perym. (| ore 
ZSA > ob. OA X FSA; 
azatćm , gdy pierwsza strona drugiego równa- 
nia, większa od strony pierwszey równania pier- 
wszego , strona druga drugiego , większą bydź 
powinna od strony drugiey pierwszego, to iest: 
że powierzchnia piramidy MNPQS, wpisa— 
ney, powinna bydź większa od powierzchni 
` ostrokregu BOS opisanego, co bydź niemoże; 
azatćm ilość ob OA X ESA niemoże bydź 
miarą powierzchni ostrokręgu większego od o- 
strokregu AOS, wiec 

ob. AO XI S A = pow. ostro. AOS. _ 
Uważaiąc że perymetr MN + NP +... < ob. 
OB, SA <SB, łatwo okażemy, że ab “OB 
me 15B, niemoże bydź miarą powierzchni 0— 
strokręgu REY: naprzykład ostrokregu 
AOS 1 
Azatćm powierzchnia wypukia ostrokręgu iest 
równa wieloczynowi z obwodu iego podstawy 
przez połowę boku. 

Uwaga. Wyraziwszy przez L bok ostro- 
kręgu, przez R promień podstawy, którćy ob- 
wód będzie, 2J1 R (Zad. XII. K.IV), powierz- 
chnia ostroktegu będzie miata za miarę 

., 231 R XFLalbo ji RL. 


'D NIE VL. 4 
BU; rdzenie. 


i 4 


http://rcin.org.pl 


a> TYSO. 2 


~ Powierzchnia wypukła ostrokręgu ucię- 
‘tego, iest równa wieloczynowi z iego boku, 
przez połowę suimmy obwodów «dwóch pod- 
staw. (fig. 261 ). 
Przepuści płaszczyznę S AB przez oś 
S O,Tdo linij SA, spuściwszy prostopadłą F A 
równą obwodowi koła promienia A O złączmy 
SF, i poprowadźmy D H równoległą do AF. 
Z podobienstwa tróykątów SAO, SDC; SAF, 
SDH, mamy 
AO: DC::SA:8D 
AF : DH:: SA: SD, więc 
JAF : pik ' AO DC, albo ob. AO: ob. DC 
Gdy z Serelek AF = ob. AO, wiec DH= 
ob. DC. 
Pow. tróy SAF =AF X ZSA=ob. AO X 
3 S A==pow. ostro. SAB. 
Pow. tróy. SDH =DH X 3SD=ob. DC X 
a S D= pow. ostro. SDE. 
Więc pow. ostro. $ A B — pow. ostro. SDE = 
pow. ostro. ucię. A D EB =pow. trapeza AF 
HD, gdy powierzchnia tego ostatniego = A D 
X4 (AF+DH) (Zad. VIL K. HI); azatém 
powierzchnia osirokregu uciętego A DEB, iest 
‘równa iego bokowi A D, mnozonemu przez po- 
iowę summy obwodów dwóch iego podstaw. 
Wniosek. Ze żrodzka boku AD, popro- 
wadziwszy równoległe ICIM, doAB, AF, 
dowiodiszy podobnym sosóboj iak wey, 
że IM=o. IK, wiemy (Zad. VII. K. HI). że 
tra- 
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trapez AF HD = AD x IM= AD X ob, IK; 
więc powierzchnia ostrokregu uciętego iest ię m 
szcze równa wieloczynowi zboku przez obwód 
„z odcinka srzodkuigcego między dwiema pod 
stawami. 


ZADANIE VIL 


Twierdzenie przybrane. 


JE wieloboku foremnym , obrawszy kił=j 
ka boków następnych, i poprowadziwszy 
promień kota wpisanego; ieżeli około srze- 
dnicy obróciejny część wieloboku, powierz- 
chnia tą częścią utworzona, będzie miała 
za miarę A dk z wysokości czyli osi tóy 
powierzchni, przez obwód koła wpisanego. 
(fig. 262.) 

Z ostatecznych końców i srzodka I boku 
AB, spusciwszy na oś prostopadłe BM, BN, 
IK, i poprowadziwszy promień koła wpisa= 
nego OI; powierzchnia utworzona bokiem AB, 
będzie miała za miarę AB X ob. IK (Zad. V1) 
Poprowadziwszy A X równoległą do osi, zpo- 
dobienstwa tróykątów BAX, OIK, mamy 

AB: AX :: OI: IK albo 
AB: MN :: ob. OL: ob. IK, stad 
AB X 2b. IK, czyli powierzchnia opisana bo~ 
kiem AB, równa M N b. OI. Podobnym 
sposobem znaydziemry'; “Ze powierzchnia opisa- 
na bokiem BC=NP x ob. OI, bokiem CD 
==PQ X ob.OI. Azatćm powierzchnia opisa- 
I na 
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na częścią wieloboku ABCD= (MN+NP 
+ PQ) x 0b.O1, czyli MQ x eb. OT to iest: 
swoiey wysokości czyli osimnożoney przez olj— 
wód koła wpisanego. 

Uwaga. W wieloboku z liczbą boków 
parzysta, ieżeli oś FG, przechodzi przez dwa 
wierzchołki przeciwległe F, G, cała powierz= 
chnia obrótem pół - wieloboku FRABC DE 
H G utworzona, iest równa wieloczynowi z osi 
FG, przez obwód koła wpisanego promienia 
OI. Jakoż uważaiąc naprzód część pół- ob- 
wodu RABCDEH; spuściwszy prostopadłe 
“RS, HL, na oś FG, powierzchnia tą częścią 
wieloboku titwordetia <5 L X ob. OI; nastę- 
pnie, powierzchnia an ufworębuk bo- 
kiem HG ob HL Xz ¿HG (Zad. V).  Spu=" 
‘ na połowę boku GH, 
z podobieństwa tróykąłów GHL, 
mamy  GL:;:GTF::HL:: OT. 

gdy GT=4GH, Raj OT = OI więc 

GL :4GA:: 06.HL: ob. Ol ztąd 
ob. HL X4HG, czyli powierzchnia utworzo- 
na bokiem HG=GL X ob. OI; podobnym 
sposobem znaydziemy że powierzchnia utwo- ‘ 
rzona bokiem FR=FS x ob, Ol; azatćm 
powierzchnia utworzona całym pół-wielobo= 
kiem = (GL+LS+SF) x ob OL, czyli 
GF X ob. OL. 
ZADANIE VILL. 
Twierdzenie. 

Powierzchnia kuli iest równa wieloczy= 

ne~ 


wę; 
ae 
4 
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owi z iey srzednicy przez obwód kota wiel< 
kiego. (fig. 265.) 
To iest: AB X ob. AC=pow. kuli AC. 

Gdyby ilość AB X ob. AC, niebyia mia= 
rą powierzchni kuli promienia AC; byłaby 
miarą powierzchni kuli większey albo mniey- 
śzey, Przypuśćmy większey , i niech 

AB x ob. AC= pow kuli D C: 

Na kole promienia AC, opisawszy wielo 
| RY MNPQRS, z liczba boków pa= — 
rzysta, którego boki niedotkną się oby odu ko- 
ła promienia CD, niech naa Mł 5 S, dwa 
wierzchołki przeciwległe tego wieloboku. O- 
koło srzednicy MS, obróciwszy poi-wielobok 
MNPQRS, będziemy mieli (Zad. VIL) 

MS X ob. A C = pow wielo. M N PQ RS: 

Porownywaiac strony tego ostaniego ró- 
wnania z poprzedzaiacém, czynnik ob, AC bę=. 


dąc wspólny; MS> AB; więć 
MS ; ob. AC > AB x ob. AC; 

azatém, gdy pierwsza strona drugiego r6wna~ 
hia, większa od strony pierwszey równania 
pierwszego; strona druga drugiego, większą 
bydź powinna od strony drugićy pier- 
wszego , to iest: powierzchnia, utworzona wie- 
lobokiem M N P QRS wpisanym. powinna bydź 
większą od powierzchni kuli promienia DC opi- 
saney, co bydź niemoze; azatem ilość Ab X 
o5. AC, nie może bydź miarą powierzchni kuli 
promienia większego od AC, więc_ 


AB x ob. AC = pow, kuli AC. 
a Po= 
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Podobnym sposobem dowiedlibyśmy , że 
DE x ob.CD, niemoże bydź a powierz- 
chni kuli promienia mnieyszego, np. AC, ize 
DE x ob, CD=pow. kuli DC. Azatem po- 
wierzchnia kuli, iest równa wieloczynowi z iey 
srzednicy przez obwód koła wielkiego. 

Wniosek. Gdy powierzchnia koła wiel- 
kiego, iest równa wieloczynowi z obwodu przez 
połowę promienia; powierzchnia kuli będąc 
równa wieloczynowi zobwodu przez srzednicę, 


iest od niey cztery razy większą. 
Uwaga. Skoro powierzchnia kuli daie 
się porównywać z powierzchnią płaską, więc 


amo gdy taśma spiczasia z kątem A, iest do 
powierzchni kuli, iak kat A do 4 kątów pro- 
stych, albo iak łuk kota wielkiego mierzący 
ten kąt A do obwodu tego samego koła, więc 
gdy powierzchnia bali. obwodowi X srzedni-_ 
cg, powierzchnia taśmy spiczastey —obw x łuk. 
2do 'Troykat kulisty, ies równo-wartniący ta- 
śmie spiczastey, którey kat iest równy połowie 
przewyżki summy trzech kątów tróykąta nad 
dwa kąty proste. Wyraziwszy przez P,Q,R, 
Juki kół wielkich mierzące trzy kąty; przez C, 
obwód koła wielkiego; przez D srzednice: łuk 
mierzący kąt taśmy spiczastćy, wyrazisię przez 
3+(P+Q+R— 3 C); zaś powierzchnia tróy- 
kąta przez D x z(P--Q+R—Z0). Jeżeli 
w tróykącie są wszystkie kąty proste, duki P, 
Q.R. będąc kwadransami, ich summa róy TÓWIA. 
4C „Ga. Morey przewyżka nad. š C równa $C, ` 
i 


y http://rcin.org.pl 


oh a8 0 ee” 


'zaś połowa==4C. Azatém powierzchnia tróy- 
kąta kulistego o trzech katach prostych==4C 
X D==ósmey części całey powierzchni kuli. 


ZADANIE IX. 


Twierdzenie. 


Powierzchnia pasa kulistego, iest równą 
wieloczynowi ziego wysokości przez obwód 
koła wielkiego. (fig. 269.) 

—Obrawszy tuk EF mnieyszy łub większy 
od kwadransa, i spuściwszy prostopadłą 
FG na promień EC; pas utworzony obrótem 
łuku EF około EC, ‘to iest: pasEFG=EG 
X ob. EC. Gdyby | pas EFG, niebył równy 
wieloczynowi EG X ob. EC, będzie równy 
wiełoczynowi mnieyszemu albo większemu; 
przypuśćmy że pas EF G<EGX ob. EC ize 

pas EFG=EG x ob. CA 
Wpisawszy część wieloboku foremnego EM 
NOPF w łuk promienia CE, którego boki 
niedotkną się łuku promienia CA, spuscmy 
‘pROOpatiatas bok ME; powierschnia utwo- 
rzona obrótem wieloboku EMNOPF około 
EG ‘to iest (Zad VIL.) 
pow. EMNOPF=EG x ob. CI. 
Porównywaiąc strony tego ostatniego równania 
z poprzedzaiacém, czynnik E G będąc wspól- 
-ny,_06. CI > ob. CA: pow. EM NOPF wor 
sana, powinna bydz większą od powierzchni 


opisagey pasa EFG, co bydź niemoże; więe 


: pa 
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-> 


pas EFG =EG X ob. EC.  Dowiedziemy 


Także, że niemoże bydź ażeby pas ABD > 


AD x 0b, CA. Powierzchnia kuli opisana pół= 
obwodem ABH, to iest: pow. ABH = (AD 
= DH) x ob. CA, czyli AD x ob. CA+ DH 
X 0b. CA=pas ABD + pas DBH; odią- 
wszy z drugiey strony tego równania ilość wię- 
kszą pas ABD, z pierwszey mnieyszą AD X 
ob CA, otrzymamy pas DBH <DH x ob, 


‘CA, co iakieśmy_iuż dowiedli bydź niemoże. 


Uważaiąc pas utworzony obrótćm łuku 
FH (fig. 220.) około srzednicy DE, spuści- 
wszy prostopadłe F 9, HQ „ widziemy że ten 
pas iest różnicą pasów · utworzonych łukami 
DH, DF; zktórych pierwszy to iest: pas DHQ 
=DQ x ob. DC, drugi, pas DFO=DOX 
ob. DC, azatem pas DHQ - pasDFO czyli 
pas FHQO=(DQ—DO)x0b. DC=0Q 
X ob, DC; więc powierzchnia każdego pasa ku- 
listego czy to oiedncy lub o dwóch podstawach, 
iest równa wieloczynowi z iego wysokosci przez 
obwód koła wielkiego, 

Wniosek, Wyrazivszy przez Z, z, pasy; 
przez H, 4, ich wysokości; przez R, promien 
kuli; przez S, iey powierzchnią : mamy ` 


Z= RH, z=2JiRh,ztądZ:z::H:h, 


Więc pasy maią się iak ich wysokości. Gdy S 
==4 JI R? (Zad. VIII) więc mamy: 

R: Ss. TRA: 4 we: a ZM 
To iest: pas ma się do powierzchni kuli iak ie- 
go wysokość do srzednicy teyże kuli. 

J ZAD- 
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ZADANIE X. 
Twierdzenie, 


Jeżeli tróykąt i prostokąt téy samey pod 
stawy i wysokości obracaią się razem około / 


wspolney, (srzednię, , bryła utworzona obrót“ 


tem tr óykąta iest trzecią częścią walca utwoć 
rzonego obrótem pr. ostokąta. (fig. 264. 265) 

W tróykącie BAC, spuściwszy prostopa- 
dłą AD, ostrokręg utworzony obrotem tróy— 
kąta BAD, iest trzecią częścią walca utwo- 
rzonego obrótem prostokąta BF AD (Zad. III), 
za$ ostrokręg utworzony obrótem troykata 
DAC, iest trzecią częścią walca utworzonego 
obrótem prostokąta DAE C, więc summa tych 
ostrokręgów, czyli bryła utworzona całym 
tróykątem BAC, iest trzecią częścią summy 
dwóch walców, albo walca utworzonego obró- 
tem całego prostokąta BF EC. 

Gdy prostopadła A D pada zewnatrz tróy- 
kąta BAC (fig. 265), ostrokręg utworzony o- 
brótem tróykąta BAC, a który iest różnicą 
dwóch tróykątów BAD —CAD, iest trzecią 
częścią walca utworzonego obrótem prostokąta 
BFEC, będącego różnicą dwóch prostokątów 
BFAD. —CEAD; azatém bryia utworzona 
obrótem tróykąta, iest trzecią częścią walca 
utworzonego obrótem prostokąta tey samey 
podstawy i wysokości. 

Uwaga. Powierzchnia koła promienia 
AD= T X AD? więc walec utworzony obró- 
tem 
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tem prostokąta BFE C= X Ap? X BC, 
bryła zaś utworzona obrótem tréykata BAC 
=> JE X AD? X BC, 


ZADANIE „XL 
Zagadnienie, 


Znaleść miarę bryły utworzoney cbróten 
źróykąta około linij przechodzącey zewnątrz 
przez.ieden z iego wierzchołków. (fig. 266. ) 

W tróykącie ACB, obracaiącym się o~ 
koło linij CD, przedłużywszy bok AB aż do 
przecięcia się z osią w punkcie D > cepuscmy 
prostopadte AM, BN. 

Bryła utworzona obrótem wtyki ACD 

x X AM? X CD, tróykątem zaś B C D= 
zi X BN* x CD, wide różniea tych brył, 
czyli bryda uryoreene obrot ótem my zy ACB 


z pika: I ies ye erą prostopa— 
dia IK do CD, i przez punkt B, poprowadzi- 
wszy równoległą BO do CD, będziemy mieli 
(Zad. VILK.) A M BN=s IK, zaś AM 
—BN=AQO; wiec(AM+ BN) x (AM—BN) 
=AM?—BN?=< 91K X AO (Zad. X. K BI); 
azatém miara bryły utworzoney obrótem tróy- 
kata ACB, będzie ieszcze wyrażoną przez 
ZRXIK X AO X CD.. Spusciwszy proslo- 
padła CP na AB, z podobieństwa tróykątów 
BOA, DCP mamy AQ:CP::AB; CDztąd 
AO X 
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AO X CD=CP X AB gdy druga strona ré= 
wna iest dwa razy wziętey powierzchnitróyką- 
ta ACB, więc AO X CD=2ACB; azatém 
miara bryły utworzoney obrótem tróykąta ACB 
jest także równa ź JU X ACB X IK albo ACB 
X żob.IK, (ponieważ 2:31 X IK=-o0b. IK); to 
fest: wieloczynowi z powierzchni tróykąta o- 
bracaiącego się, przez dwie trzecie obwodu o- 
pisanego śrzodkiem podstawy. 
Wniosek, Gdyby tróykąt AC B był równo-ra- 
mienny (fig. 267), linija CI będąc prostopa- 
dta do AB, powierzchnia ACB=ABX3G€Cl; 
- podstawi ęwartość w wyzszém wyrażeniu , 
otrzymamy 47 X AB XIK X CI. Lecz z po- 
dobienstwa tróykatów AOB, CKI, mamy 
AB:BO albo MN ::CI : IK, ztąd ABX 
IK=MNXCI; azatćm bryła utworzona tréy-, 
kątem równo-ramiennym= 3 JT X CE XMN. . | 
Uwaga. ‘Ten sam wypadek otrzymamy, gy 3 hę 
gdy podstawa tróykąta obracaiącego się, iest 4” 
równoległą do osi; iakoż, do wartości walca 
utworzonego obrótem AM NB, dodawszy war- 
tość ostrokręgu AMC, a odciągnąwszy wartość 
ostrokręgu BCN, otrzymamy wartość bryły | 
utworzoney tróykątem ACB==]t X AM*(MN 
--5 MC—5CN) gdy CN—CM—MNM, więc 
JI XAM? X $MN;albo 331 X CP? X MN, zga; 
dza się z wyrażeniem poprzedzaiacém, | 
ZADANIE XI. | 
Twierdzenie. 


W wieloboku foremnym, obrawszy, „kilka, ghead 
ś 


bo= J 
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botbw nastepnych, i poprowadziwszy pre~ 
- mień kota wpisanego, ieżeli około  srzednicy 
obróciemy wycinek wielobokowy , bryła tym 
wycinkiem utworzona, będzie miała za miarę 
dwie ewa zitoŻOŃEgO | br. rzez kwadrat 
“z promienia koła wpisanego, i przez. część 
‘srzednicy czyli osi oznaczoney prostopadtemi 
z ostatecznych końców części wieloboku spu- 
szczonemi. (fig. 262) 
To iest brył AOD = 3 Jt XOI*X MQ. 
Ponieważ wielobok iest foremny, więc wszyst~ 
kie troykaty AOB, BOCitd. sa równe, iró- 
wno-ramienne; azatóm podług wniosku zadania 
| poprzedzaiącego , brył AOB +-bryt BOC+ 
| = brył COD = $i X OF? (MN--NP--P Q) czyli 
44" » D brył AOD=3 Tt X O17 KMQ 
|4 Ler ° waga. bryła utworzona wycinkiem 
| Z% ROH=3IX OI*X SL, zaś tróykątem HOG 
i WYM UMA HE? XOG (Zad.: X); lecz z wieloczyny 
| Branded HL XOG=HG X OT iako mierzące dwa 
ł aoe wziętą powierzchnię/tróykąta O GH więc 
Ja 20 X HLXHLX OG= 7 X HL X HG 
di X OT. Z podobieństwa tróykątów HLG. 
w OTG mamyGL: TG::HL: OT,z tad HL 
XGT=GL X OT, gdy HG=2GT, więc 
HLXHG=2GLX OT; podstawuiąc tę war- 
tość wyżej, i uważaiąc że O T= OI, bryło- 
watość utworzona tróykątem H QG=ZRX OI? 
X GL. Podobnym sposobem dowiedziemy, że 
bryła utworzona tróykątem RO F = 371 X OI? 
oom, X FS. Azatómibryła utworzona pół=wielobe- 
kiem 
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. kiem FRABCDEHG= [it X Or (GL+ 
LS +-FS) czyli 47l x OI* X GF. 


ZADANIE XIU. 


Twierdzenie, 


Bryłowatość wycinka kulistego iest ro~ 
wna wieloczynowizpasa służącego mu za pod= 
stawę, przez trzecią część promienia, bryto- 
watość zaś kuli wielocz ynowi z powierzchni 
przez trzecią część promienia. (fig. 269) 

Gdy w wycinku kulistym A CB, powierz-- 
chnia pasa ABCHEQGN'X AC X AD (Zad, IX), 
rozmnożyw szy drugą stronę przez z AC, po- 
Wiadam ZE 

zi XAC*XAD==Dryl. wy. ku. ACB. 
Gdyby pierwsza strona tego ostatniego równa- 
nia, nie była miarą bryłowatości wycinka kuli- 
stego promienia AC, byłaby miarą „wycinka 
większego, albo mnieyszego. Przy puśćmy wię- 
kszego ; i niech 


pr w łuk promienia C E którego boki REDY 


GP 


„się łuku „enia C.Ą,_spuśćmy spuśćmy prostopadie 
“Cina E, iFGna EC; mamy (Zad, XII) 


zJIXC NE Gas brył. wy. „wielo. EMNOPEC 
Poréwnywaiae strony tego ostatniego rownania 
z poprzedzaiacém, widziemy, że CI? >AG?, nad= 
toFB=AE>GD, AG-+AE ZACHOD czyli 
EG>AD; więczi X Cl? X EG> 271 X AC? X 
AD ; azatém brył. wycin. wielobo. EMNOPEC - 
wpi- 
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wpisanego, powinna bydz większą od brył. wyci. 
kulistego ECH opisanego, co bydź niemoże. 

„Podobnym sposobem dowiedlibyśmy , że 
wieloczyn np. 431 X CE? X EG niemoże bydź . 
miarą bryłowatości wycinka mnieyszego od wy- 
cinka promienia CE. Azatém bryłowatość wy~ 
cinka kulistego iest równa wieloczynowi z pasa 
służącego mu za podstawę przez trzecią część 
promienia, 

Gdy w obrócie około srzednicy AH wy- 
cinek kołowy ACB zamieni się na poi-kole ABH, 
wycinek kulisty AC B zamieni się na kulę pro- 
mienia AC, którey bryłowatość będzie równa 
wieloczynowi z całey powierzchni kuli przez 

trzecią część promienia. 
Wniosek. Gdy powierzchnie kul są iak 
kwadraty z promieni, zaś powiérzchnie mno- 
zone przez promienie- iak sześciany z promieni 
więc brytowatości dwóch kul są iak sześciany 
z promieni, albo : sześciany ze srzednic. 

Uwaga. Wyraziwszy przez R. promień 
kuli, iey powierzchnia będzie 4J1R*, zaś bry- 
dowatosé 4J1R* X Rê. Gdy przez D oznaczy- 
my srzednice R=4D;, zaś R* =3D%, więc 
bryłowatość kuli wyrazi się także przez 4 JI D*, 

ZADANIE XIV. 
- Twierdzenie. 


Powierzchnia i bryłowatość kuli, tak się 
ma do powierzchni ibryłowatości walca opisa- 
nego (obeymuiąc wto podstawy), iak 2 do 5. 
(fg. 270. ) pad Ma~ 
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Maiąc wielkie koło MP NQ wpisane w 
„kwadrat ABCD; pólkole QMP, z pótkwa- 
dratem ODAP obracaiąc się razem około srze- 
dnicy QP, pierwsze, utworzy kulę, dru- 
gi, walec na kuli opisany, którego wysokość | 
AD równa srzednicy PQ, iktórego podstawy ~ 
srzednica AB, równa srzednicy kola wielkiego 
MN = PQ. Gdy powierzchnia wypukła walca 
(Zad. II), i powierzchnia kuli (Zad. VIII) iest % 
równa wieloczynowi z obwodu koła wielkiego 
przez srzednicę, więc powierzchnia wypukła 
walca opisanego, iest równa powierzchni kuli, 
Lecz powierzchnia kuli równa 4 powierzchnom 
koła wielkiego, więc i powierzchnia wypukła 
walca opisanego iest równa 4 powierzchniom ko- 
da wielkiego, do których dodawszy powierzchnię 
dwóch podstaw równe dwóm powierzchniom ko - 
da wielkiego, powierzchnia kuli będzie się miała 
do powierzchni walca iak 4: 6, iak 2 : 5. 
Nakoniec gdy podstawa walca opisanego 
równa powierzchni kota wielkiego a wysokość 
srzednicy, iego bryłowatść równa wieloczyno- 
wi z powierzchni koła wielkiego przez srze- 
dnicę ; bryłowatość zaś kuli będąc równą wie- 
loczynawi z powierzchni koła wielkiego przez4 
promienia == 3 srzednicy. Więc beriawaśóć 
kuli masię do bryłowatości walca opisanego iak 


beacia 
ZADANIH XV. Oy Uk ia 


" Zagadnienie. © 
Znaleść wartość bryły utworzoney obró- 
term 
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łem odcinka kołowego obracaiącego się około 
srzednicy zewnątrz położoney. (fig. 271) 

Z ostatecznych końców cieńciwy odcinka BMD, 
spusciwszy prostopadłe BF, DE; ze śrzodka © 
poprowadziwszy prostopadłą CI, i promienie 
CB, Niet od bryty utworzońey wycinkiem 


że iąwszy bryłę utworzoną wycinkiem 
różnica, czyli bryła utworzona wycin= 
iem DCB= 2st X UB? XEF: Lecz bryla u- 
|) tworzona tróykątem równo=ramiennym DCB= 
271X CI? XEF; więc bryła utworzona odcin- 
kiem BND = 311 X EF (CB? — CI*). W tróy- 
kącie zaś prostokątnym B LC mamy CB* — C1? 
== BI? ==3BD*, azatćm bryła utworzona od- 
| cinkiem B M D = 4 T1 X BD? X EF. 
| Olnud tweigZ ADANIE XVL 
| y ; Twierdzenie. 
Każdy odcinek kulisty, obięty między dwie- 
ma płaszczyznami rownolegtemi, ma za miarę 
pół - summy podstaw, mnożoney przez wyso~ 
kość, więcey brytowdtość kuli którey ta wy- 
sokość służy za srzednicę. (fig. 271) 
Niech będzie odcinek kulisty obięty mię- 
dzy dwiema płaszczyznami równolegiemi BF, 
DE. Bryła utworzona odcinkiem BMD =% JI 
X BD* X EF, ostrokreg ucięty utworzony tra 
pezem BDPE= jn XEF (DE*+BF*+ DEX 
: BF); więc odcinek kulisty bądący summa tych 
dwóch brył iest równy SĘ A ży 
11] X EF (2DE*++2BF*+- 2 DE X BF+-8D* ) 
Poprowadziwszy BO równolegle do EF SZ” 
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DO=DE—BF, DO? = DEt + BF? —2 DE 
X BF, zaś BD? =BO? + DO* =RF*+- DE? + 
BF? —2 DEX BF. Podstawiwszy tę wartość 
zamiast BD*, otrzymamy na wartość bryłowa= 
tości odciuka kulistego 

3J1 X EF (5 DE* + 5 BF? + EF*), 
która rozkiada się na dwie części, iedna: 
iN X EF (5 DE*+ 5 BF*)=EF X 34(Tt DE? 
-+T BE?) = pdl-summie podstaw mnożoney 

rzez wysokość; druga: 3] X EF? = bryto- 
watości kuli srzednicy EF. 

Wniosek. Gdy w odcinku kulistym iedna 
podstawa stanie się zerem, odcinek kulisty o- 
iedney podstawie iest równo-wartuiący poto- 
wię walca tey samey podstawy i wysokosci, 
więcey kula którey ta sama wysokość służy 
sa srzednicę. 

Uwaga Ogólna. 

Wyraziwszy przez R, promień podstawy 
walca i ostrokręgu, przez H ich wysokości: 
Brył. walce. = NR2H; bryt. ostro. = i7 R? H. 
' Oznaczywszy przez A, B promienie podstaw o- 
strokręgu uciętego, przez H wysokość, zaś przez 
R promien kuli: ryt. ostro. ucię.== 4 JIH (A* 
-+B*+-AB); Bryt. kuli=$J1R3. Gdy R wy- 
raża promień wycinka kulistego, H wysokość 
pasa; P, Q podsta. odcin. H wyso. Brył. wy. kul. 
== JI R*H; Bryż. odci, k.==Z(P-+-Q) H--3JIR3; - 
Bryt. odci. k.oiedney podsta.== 4 PH--4J1H3. 

Koniec Księgi VII i ostatniey. 


GEE PZ. 
E 27 
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Omylikai 


. 199 ść 22 zamiast AP poprawić AD. 


Kar 

— 210 1 EE p. EF. 

— 214 — 25 -katBSC p. kąt ASB. 
— 215 — 15 BSD p. BSC. ; 
— 222 — g SB”=SB” p.SB”=SB’. 
— 225 — 6 S,'p. S (fig. 196). 
— 241 — 14 AF p. AE. 

— 261 — 26 TEGH p. TFGH. 
— 285 — 1 srzodek © p. srzodek O. 
ae 3 BQO: 29 prosy p. prosty. 


W części pierw. w Liście Prenum. zamiast Ku- 
linski Jacenty Prof. p. Kukliński. 


w Figurach 
(fig. 192) zamiast AB położyć A EB. 


(fig. 198) . — OB” — OCB”. 
(fig. aóo) — ABCD —' ABCDE, 
(fig-217) .— abedc — ‘abcde 
(fig.219) — ABCDF — ABCDE. 
(fig. 220) — COOD  — CQOD. 
(fig. 228) — f/DFd —  fDEd. 
(fig.234) — DFFE — DEFE. 


Między figurami leżącemi pod fig. 245, napi- 
' sać (fig. 247). 

(fig, 265) na mieyscu D położyć C, na micy= 
scu zaś C literę D. 

(fig. 266) zamiast AM, napisać A OM. 


A 


a 
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